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VI Vorbemerkung. 


Um die am Schlusse der Sammlung verzeichneten Resultate 
herzuleiten, werden bei den leichteren Aufgaben die Fundamental- 
sätze der Trigonometrie ausreichen; für die übrigen Aufgaben ist 
die Lósung entweder nur mit kurzen Worten angedeutet oder 
ausführlicher dargestellt worden. Die fehlenden Figuren sind 
leicht zu ergànzen. Zur Berechnung der Zahlenbeispiele sind 
fünfstellige Logarithmen vorausgesetzt. 


Steglitz, im Juni 1879. 
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Cap. I. 


Goniometrie. 


A. Numerische Werthe der trigonometrischen 
Funktionen und ihrer Logarithmen. 


S 1. Logarithmen der Funktionen. 


a. Winkel im ersten Quadranten. 
l. Aufsuchung der Logarithme n. 
Zu bestimmen: 
a. Ohne Interpolation. 
1. log sin 43? 21'; log cos 24° 42'; log tg 18? 9; log etg 35° 53". 
2. log sin 58° 46'; log cos 85° 19'; log tg 66° 36'; log etg 72° 27'. 
3. log sin 85? 19'; log cos 34? 46'; log tg 74° 17'; log etg 18? 3'. 
4. log sin 36? 2'; logcos 78% ` logtg4?11'; log etg 899. 
5. log sin 52? 14'; log cos 39? 4'; log tg 84? 47’; log etg 2? 48'. 
B. Mit Interpolation. 
6. log sin 28? 17,4’; log cos 34? 27,3’; 
log tg 12°48,6'; log etg 39? 7,7. 
4. log sin 52? 5,2'; log cos 76° 54,3'; 
log tg 809 0,8'; ` log ctg 64? 40,6'. 
8. log sin 12° 17,5’; log cos 28? 2,4'; 
log tg 48? 47,8'; log etg 16? 28,7'. 
9. log sin 75? 39,8'; log cos 1? 16,4; 
log tg 7° 56,7; ` logetg 54? 1,8". 
10. log sin 2? 3,4; log cos 48? 1,6'; 
log tg 0? 6,5’; log ctg 86? 54,8'. 


Hermes, trigon. Aufgaben. 1 
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$ 1. 


2 Cap. I. Goniometrie. 
2. Aufsuchung der Winkel. 
a. Ohne Interpolation. 


Zu bestimmen den Winkel, wenn gegeben ist: 


11. 
12. 


13. 


14. 
15. 


log sin « — 9,36022; 
log tg y == 9,89598; 
log sin œ = 9,98398; 
log tg y = 10,18500; 
log sin « = 9,66994; 
log tg y = 9,93022; 
log sin œ = 9,95567; 
log tg y = 8,63131; 
log sin œ = 8,839310; 
log tg y = 11,12723; 


p. Mit Interpolation. 


16. 


17. 
18. 


19. 
20. 


log sin œ = 9,76768; 
log tg y = 8,716763; 
log sin 4 = 9,98755; 
log tg y = 11,86420; 
log sin « — 8,88888; 
log tg y =10,33333; 
log sin « = 9,65432; 
log tg y = 11,05878; 
log sin œ = 8,33057; 
log tg y — 1,89181; 


log cos 8 — 9,88447; 
log etg ð — 10,05014. 
log cos 8 — 8, 02002; 
log etg d — 9, 50004. 
log cos $ — 9, 39615; 


log etg ð = 10, 80522. 


log cos $ — 9, 99672; 


log ctg ð =10, 03161. 


log cos $ = 9, 91363; 
log etg ð — 9, 84442. 


log cos $ = 9, 89798; 


log ctg ð — 10, 22333. 


log cos 8 = 8, 16533; 
log etg ð =0, 02468. 
log cos $ — 9, 66666; 
log ctg ð =8, 99999. 
log cos 8 — 9, 98569; 


log ctg ð = 10, 00042. 


log cos 8 — 8, 11922; 
log ctg ð = 8, 45128. 


Bestimmung eines Winkels aus einem Funktionalwerth des- 


selben. 

21. smani; cosp=Y; er! ctgd=%. 
22. sina—0,9;  cosé=0,6; tgy=0, 4; ctgd=0, 1. 
23. sina=Y0,75; cosp=V0,5; tgy=V1⁄4; ctgd= y2. 


24. sina=lo0g2; cosß=logd; tgy=logd;  ctgd=log10. 
25. sina=tg18% cosB=ctg 729; tgy=c0s 45%; ctgd=sin 60°. 
26 a sin æ = 14 2 — y3; cos B=Y Y 2 +V2; 
tay =//1— V08; _ etg ð =]/1 + VOS. 
b. log sin o = — 3⁄4; log cos $ = — V0,007; 
VEI 
tg y = (1,05)! ; ctg d— VF" 
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Numerische Werthe der Funktionen. 3 


cds LLA — V0,275 
91. SD. e E 10085 7 cos f = 9345! 
— (0 298. (3,5)5 
typ 0,8"; etg ð = ER 
V0,07 V53 —7 
28. Tree? == 5 
JR 0,8 
MUR V11,234 — 8 etg EEE. (0,3) Å 
0,271 í] 1,523 
ke? fe 
29, sin a = 12849 = 1, cos 8 = V3 — Y2; 
1,91? 1,05 
tg y = oo 3 etg d — 1,05'^5, 
. ,.. 0,34.V0,8901 ` 2,345 
30. TEE 7 ` em cos $ = 5739; 
tg y = sin 277; wenn 4= 509; „= 709; 
etg ð = sin 4^ ^^; wenn 4 — 859; „= 53. 


b. Winkel in spáteren Quadranten. 


Den Werth zu bestimmen von 


9l. sin 1009; ` cos 2009; ` tg 3009; ctg 4009; 
92. sin 250%; cos350%;  tg450%  ctg 150°; 
33. sin 3209;  cos420?;  tg1209; ctg 220°; 
94. sin480?; ` cos 180°; ` tg 2809; ctg 3809; 
35. sin 5009; ` cos 600°;  tg8009; ctg 10009; 


Den Winkel zu bestinmen, wenn gegeben ist: 


36. sin œ = — cos 14° 29,3'; 
tg y = — ctg 33° 41,1; 
31. sin @ — etg Ti? 1,1 ; 
tg y == eos 55° 55,5'; 
38. log sin œ = 8,88888; 
log tg y = 10,33333 ; 


39.sina——  cosp=— Y; 


40. sino =—Y0,1; cos 8= 0,3; 


cos B = — sin 18? 9,4'; 

ctg ð = — tg 80? 0,8". 

cos B = tg 44° 44,4”; 

. etg ð = sin 66° 6,6. 
log cos 8 = 9,66666; 
log ctg ð — 8,99999. 
tgy—— 5; dgd=—%. 
tey=/0,75)"; etgó— — (0.1. 
1* 
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Cap. I. Goniometrie. 


88 2, 3. 


S 2. Darstellung von Funktionalwerthen ohne Anwendung 
der Logarithmen-Tafeln. 


Den Werth zu bestimmen von: 


1. sin 309; sin 45% ` sin 60°; tg 60°. 

2. cos 309; cos 459; ` cos60% etg 45°. 

3. sin 120% - cos 150% -tg 135%;  ctg 120°. 

4. sin 2259; cos 240?; tg 3009; ctg 315%. 

5. sin 300%  cos330% tg 2409; ctg 360°. 

6. sin 159; cos 159; tg 159; etg 15. 

Y. sin 229 30';  cos22 80';  1g22930';  ctg 22? 30'. 

8. sin 759; cos 67? 30'; — tg 15?; ctg 67° 30". 

9. sin 1059; cos 1659; tg 255°; ctg 285". 
10. sin 337% 30'; cos 2479 30'; tg 2029 30'; cig 112230". 
11. sin 18°; . cos 18%  tg18% gtg 18“. 
12. sin 36% cos 36%  tg36%; ctg 36°. 
13. sin 54°; cos 144%; tg 126%;  ctg 234°. 
14. sin 249; sin 48°. 15. cos 48%; — - cos 129. 
16. sin 79 30; cos 33? 45'. 17. cos 379 30'; sin 78? 45'. 
18. sin 6°. 19. cos 27°. 20. sin 279. 


(Vorausgesetzt die Fundamentalformeln.) 


Den Werth zu bestimmen von: 


21. sin 75° — cos 75°. 27. 
22. sin 15? + cos 15°. 28. 
23. tg15?-L tg 60°. 

24. tø 759 — tg 609. 29. 
25. tg 15?-L tg 75°. 30. 
26. sin 549 . sin 18°. 

91. tg 189 „+ etg 36%, 31. 
32. tg 369 + ctg 18%. 38. 
33. tg 679,30" — etg 67° 30'. 

94. sin 54% + sin 18”, 39. 
95. cos 9?-cos 81°. (Vgl.§ 18 Aufg. 42). 

36. cos 36°-+ sin 189. 40. 


sin 549 — sin 18°. 
cos 36° - cos 54°. 


1 
o N ` 
NU da cos 18°, 
cos 18? + cos 54°”, 


sin 36? + cos 18°. 
tg 9? + etg 9°. 
sin 24° cos 6? 
TET E 
sin 84? — cos 66? 
sin 54? 
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Abhängigkeit der Funktionen von einander. 


§ 3. Abhüngigkeit der Funktionen von einander, 


SOPA SNMP 


pe 


Gegeben: Gesucht: 
mea" 
=? 
— MA cos a, tg œ, ctg œ, Winkel æ. 
=v% 
cosg = Y, 
Rd. aE 
TÆ 13 i 
== A í sine, tg c, ctg e, a. 
=4V2+ vs | 
4 
tg u= 3 
zi d 
= — 1 sin Œ, cos «, ctg a, a. 
=V5 —2 ys 
=> A 
ctg « = 3 
24 
—y3 sind, cos «, tg c, a. 
=Y2— 1 
À 
sin 22 — Lé 
cos 2a = Á 


sin o, cosa, tg «, ctg a. 
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sin o, cos Œ, tg c, ctg 0, 0%. 


6 Cap. I. Goniometrie. §§ 3, 4. 


91. Gegeben sin c, gesucht sin Ze. 

32. cos a, cos 3a. 

33. tg a, GEI? 

33 a. ctg a, ctg 3a. 

94. sin æ und cos 2«, sin 3«. 

95. cos æ und cos 24, cos 3a. 

36. Gegeben sin Ze und cos Ze, gesucht sin æ. 

91. cos 3æ und cos 24, cos a. 

38. sin « sin“ für æ= 180°. 
39. cos a cos % für æ= 90°. 
40. tg c tg % für æ= 459, 


B. Algebraische Entwickelungen. 


§ 4. Umformungen zur Vereinfachung logarithmischer 


Rechnungen. 
(Vorausgesetzt die Fundamentalformeln.) 
1. sin æ + cos a; cos & — sin a. 
2. tga-}ctga; ctg a — tg a. 
qM Loto: 22 
"sine cosa ` cosa sine ` 
4. cos a? — sin a?; etg a? — tg a?. 
1 1 
0. ga ———,;; S. 
8% — osa? sina? cosa? 
6. 1 + cos g; 1 — cosa. 
1. 1 + sine; 1 — sin a. 
1 1 
» cosy ^ Brt 
9. 1+ tg e? ; 1 — etg a?. 
10 l-+cose 1 — sina 
a 1— cosa” 1-+sin«' 
11. 1 + tg a; etg æ — 1. 
1+tga ctga — 1 
12. —— -; —, 
l— tg etga +1 
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Algebraische Umformungen. 7 


13. mg 7 tina; mid + etg a. 
14. i63 tg a; — cos a. 
cos a cos & 
15. Bee du "en 
cosa” 2sina 
16 sina _ sin@ | cos & 
: 1— cos œ’ 1 + cos œ’ l--sin «` 
17 1 + cos Ze 1 — sin 2« ` 1 + sin 2« 
: 2 = 2 ; 2 ` 
18. 1 + cos ie 1 — sin Ze sin 22 — cos 2« 
1 — cos 2«’ 1 + sin Ze" cos Ze + sin Ze ` 


19. sin (60°+«) — sin(60? — æ); cos(609 + æ) + cos (60? — æ). 
20. sin(60?-|- æ) + sin(60ð— a); sin(45?-]- a) + cos (45? — æ). 
21. cos(45?-J- a) + ecos(45?— a);  tg(45? -- a) — tg (45? — æ). 
22. sin(45?-]- à)? — sin(45?— aæ)?; tg(45?-]- a)? —tg(45? — a). 
93. Y (454 a) — 1. sin(45% a) — sin (49? — a) 

' tg(45?-- o)? +1’ ` sin (459 +æ) + sin (45? — a)" 
24. cos æ + cos (œ + 120°) + cos (æ + 240°). 
25. cos æ - cos (e + 120°) + cos æ - cos (œ + 240°) + 

+ cos (« + 120?) - cos (æ + 2409). 


26. sin «æ + cos $; 
27. tga+tg h; 
28. 


tg a + ctg B; 

sine -- sing. 
29, sin («— P) ' 
30 1 1 


cos & cos ß’ 


31. sin a? — sin f?; 
32. sin a? — cos fi^; 
33. ctg a? — ctg B?; 


cos « — sin f. 


ctg œ — ctg f. 
ctg æ — tg B. 
cos a: — cos f 
sin(a F B) ` 
1 1 


sine sin ß 


cos œ? — cos f?. 
tg a? — tg B. 
ctg a? — tg f?. 


34. (sin æ + cos B) (cos 8 — sin æ); (eine -]- sinf) (cose -+ cosß). 
95. (sin æ — sin B) (cos o — cos f); (sine-]- cos) (cos — sin f). 
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sinæg+ sinf ` 
sin « — sinf’ 
sine —sinf 


Cap. I. Goniometrie. 


cosa + cos B 
cosa — cos f 
cost — cos B 


e etg a + tg; 


WW LEE BEER 
tg a — tg B` etga — ctg B` 
ctga — tg. tg a + tg B 
tga tgp?  ctga+ tep 
1 1 1 1 
sin « T sin f ` sin « T sin 8 
1 I ] E» 
sin $ gina cos « + cos B 


ctg F — ctg a. 


42. sin æ (2 cos 2« + 1); cos æ (2 cos 2a — 1). 
43 sin de — cos3«. sin 3æ , cos 3a 

' sina cosa” sin a cos æ ` 
44. cos 24 - sin 4« — sine: cos Ía. 


. sina+cosa— l; 


. sin(e-]- 8B)? — sino? sin 8?; 


. sin(e-]- 8B)? — cosa? — cos? ; 


sin 2« - sin 4æ + cos « - cos de. 


. sin(a+8)-sin(B4+y)—sinf -sin(a +84 y). (Vet. $32, Aufg. 10) 
. cos (e — fB)-cos(B+ y) — cos B - eos (e — B -4- y). 

. cos( + B): cos (+y) H- sin B-sin( a B +7): 

. sin(æ+ B)-sin(f — y) — cos B * cos(« + B +y). 

. sin (æ — B)-cos(8 — y) + sinß-cos(e— B +y). 


. cos (æ + 28) - sin (2e + 48) — sin (æ +- B) - cos (22 + 58). 
. sin (æ + 28) - sin (Ge + 48) + cos (æ + B) - cos (2e + 58). 
. sin (œ + 28) - sin (24 + 68) — sin (æ + 8) - sin (2« + 56). 
. sin æ» sin (8 — y) + sin B + sin (y — 4) + sin y + sin (e — f). 
. cos « * sin (B — y) + cos B - sin (y — a) + cos y» sin (æ — f). 


cos œ — sin a + Í. 


sin B + sin æ » cos (a + B). MU — doen. cos (e + B) 
sin (a F $) f sin (æ+ P) 

cos B — sin æ - sin (æ + f), sin 8 — cos æ» sin (e + 8). 
ICE NEN cos (æ+ P) 


cos (æ + 8)? — sine? — cos 8?. 


tg («+ 8) — tg æ —tg f. 
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Algebraische Umformungen. 9 


§ 5. Summen der trigonometrischen Funktionen der Winkel 


eines Dreiecks. 


Es seien «œ, f, y die Winkel eines Dreiecks, d. h. 


atBtr=2R, 
so sind, soweit es thunlich erscheint, in Produkte zu verwandeln 
die Summen: 
1. sin « + sin B + sin y. Y. cos æ + cos B + cos y. 
2. sin 2æ + sin 28 + sin 2y. 8. cos ie + cos 28 + vr 
9. sin F + sin £ + sin Z. 9. cos -5 -> cos E + eos — 
4. sin æ + sin f — sin y. 10. SERIO UU 
9. sin 2« + sin 28 — sin 2y. 11. cos Ze + cos 28 — cos 2y. 
"AP E P A «e B y 
6. sin — + sin -7 — sin - 12. cos á m 
13. tg « + tg B + tg y. , i M A 
14. tg 2a + tg 28 + tg 2y. 18. etg y +c ey m LC? 
15. tg tg gl. 19. etg & + ctg 8 + ctg y. 
16 e eg to Y 20. ctg æ + ctg B — tg y 
„gs + tey — cg 5 stg 2a F cig 28 de 
D ctg P ctg y etg y ctg æ 
17. tg tg 2+tg2 Ttg 87 5 ctg a ctg B. 
23. sin æ + sin B + cos y. 29. sin a? + sin 8? + sin y?. 
24. cos ha + cos 28 + sin e 30. sin a? + sin 8? — sin y?, 
A La £ Y. 91. sin 2@? + sin 28? — sin Ke 
EN. aae zt Ee 32. cos a” + cos $? + cos Y. 
26. cos æ i cos e — sin Ms 33. cos e + cos A — dos y? 
27. cos ie + cos 28 — sin 2y. : y? 
u 275 Eë y 34. c E dh cos E — 008 ;s-. 
28. sin > + sin -5- — cos 5. 
ae By? kð Ae a? 
35. sin rn; cos —; 08. 
36. cos ^ ^ + sin $ + V1 — cos 8 — cos y + cos £ . cos y. 
91. M + sin > + 1 + eos B + cos y + cos B . cos y. 
98. cos Pr =a Vi + eos B + cos y + cos B . cos y. 
39. cos LY — sin y + VI — cos P — cos y + cos B . cos y. 
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10 


40. 
41. 
42. 
43. 


44, 


45. 
46. 


41. 
48. 


49 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


Cap. I. Goniometrie. §§ 5, 6. 


sin a? + sin 8? — 2 sin a + sin P + cos y. 


cos æ + cos P — 4 sin - sin : «sin Í. 


cos 2« + cos ` + 4 cos æ : cos B : cos y. 


sin E + sin Ë * ]- 2 sin n > sin in S- - sin, 
a? & B Y 
sin - sin Ë + 2 cos £. 008-5- * 008 —-. 
sin f + sin y — 4 cos E cos E * COS — 
sin B + sin y + 4 cos 5 sin EL cos 2% 
sin æ? (cos 8? — cos ds ae B? (cos y? — cos e) 
sin y? 
sin æ + sin £ . sin £ sn £ 
2 2 2 2 
A EI i s « — Bf 
+ sin y sin > * sin —¿—. 


sin oi. sin (8 — y) + sin 8? sin (y — a) + sin y? sin (æ — f). 


ein sin. gin Y 
2 + 2 + 2 
cos E cos cos Í - cos E COS — + cos LA 
2 2 2 2 2 2 
cos E. cos d sin Á 
Wes audi EE 
sin 2 .cos E sin £ «cos — sin zar sin Á 
2 2 2 2 9 2 
^ aT DE 8 e A GR KA B 
1 i sin 2 sin 9 “3 sın Y sin 2 En sin 9 sin 2 
B—a y—« y—B «—B =Y U aoc a] 
cos —— oe cos == + 0085 cos —^* 0085 
B. 3, qua d Ee 1. 
cos -y "08 -5 o os + sin > sin ->--C08 5 bi 
BE ac ET Se DN =P y—B 8—y «—y á 
sin —— - sin sin * g 008 ==  €08— sin T 
cos (8 — eos (y — a cos (« — 
BN y eye) | oleh) | 
cos a cos $ cos y 
cos (8 — y) sin (y — a) sin (æ — $) 
VD” TR unse nn 
y 
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Algebraische Umformungen. RI 


56. 1— cos Ë. tg tg — cos Æ tg 3 tg — 0083 Mig 2 ek, 


51. cos £ . etg Ë . etg 4 — sin E , etg 5 . uy — 


sin L. tg ` etg ^. — ká 


58. Vin æ + sin $ + sin y x Y— sin æ + sin 8 + sin y X 
X Vsin æ — sin B + sin y X Vsin æ + sin f — sin y. 
59. Vsin Ze + sin 28 + sin 2y X Y— sin Ze + sin 28 + sin 127 X 


X Ysin Ze — sin 28 + sin 2y X Vsin Ze + sin 28 — sin 2y. 


(CRT REC E Eat (NET FE 
60. Vos £ + cos Ë Lem Í CR x V— cos + cos £ + cos 5- 


au; = EN a a * E Sem d 
st Vsa 2 cos 5 + cos 3 V ada 3 + cos 3 cos —-. 


§ 6. Allgemeinere Summen gleichartiger Funktionen. 
Aufg. 1—8. Es seien «, f, y, ð die Winkel eines Vierecks 
und demnach 
atBtrtó=4R, 


(oder die Summe dieser Winkel gleich einem beliebigen Viel- 
fachen von 4R), so sind, soweit es thunlich erscheint, in Pro- 
dukte zu verwandeln die Summen: 


1. sine-]-sinf--siny-]-sinO. 5. sina? sin 8? -- sin „?+ sin d?, 
(Vergl. $29, Aufg. 23 u. 34.) 6. m æ+ cos B?-|- cos y?-]-cos ?, 


2. cose + cosi + cosy -|- cos . 
- P: : ER . r 7. sin@®+ sin f? — sin y? — sinð?. 
9. sin -++ sinf —sin y — sind, 8 24 cos f? ; E 
. cosg? cos ?— cos y?— cos 0?, 
4. cosæ- cos B — cosy — cos d. d 


Aufg. 9—16. Wenn œ +f8+y+03=2R, in Produkte 


zu verwandeln: 

9. sine, sing + sin y -sin ð. 12. cos æ- cos f — sin y - sin d. 
10. sin a. cos 8 — sin y -cosð. 13. tea +tg B + tg y + tg Ó 
11. cos æ. cos B + cos y.» cos 0. 14. ctg «+ ctg B + ctg y + etg d. 

sin («+ 8) sin(f +7) sin (y+ ð) sin (0 Lei 
si cos æ cos P T cos B = cos y m sin y * sind KA sind - sina ` 


16. sin œ? + sin f? — sin y? — sin ð?. 
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17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 


25. 
26. 


29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
31. 
38. 
39. 
40. 


41. 


42. 


43. 


41. 


48. 


Cap. I. Goniometrie. 88 6, 7. 


Für beliebige Winkel œ, f, y in Produkte zu verwandeln: 
sin œ + sin $ + sin y + sin (a + 8 — y). 

sin æ + sin B — sin y — sin (æ + 8 — y). 

cos æ + cos B + cos y + cos (œ + 8 — y). 

cos æ + cos B — cos y — cos (a + B — y). 

sin æ + sin 8 + cos y — cos (« + B + y). 

cos æ + cos B + sin y + sin (a + 8 + y). 

sin œ + sin B — cos y + cos (æ + 8 + y). 

cos æ + cos $ — sin y — sin (« + 8 + y). 


tg « + tg B + tg y. 24. tg e + tg B — tg y. 
etg a + etg B + etg y. 28. ctg a + ctg B — tg y. 
sin æ? + sin f? — sin y? — sin (a + 8 — y Y. 


cos æ? + cos 8? — cos y? — cos («u + B — yy. 
sin œ? + sin $? + 2 sin æ sin B cos (œ + B). 
cos æ? + cos 8? — 2 cos æ cos B cos (œ + B). 
sin (8 — y) + sin (y — æ) + sin (a — P). 
cos (8 — y) + cos (y — a) + cos (æ — B). 
sin (8 — y) + sin (y — æ) — sin (œ — f). 
cos (B — 7) + cos (y — a) + sin (« — B). 
tg (8 — 1) + tg (y — 2) + tg (e — B). 
etg (8 — y) + etg (y — a) — tg (e — B). 
sin (8 — y)? + sin (y — a)? + sin (æ — P)?. 
sin (8 — y? + sin (y — a)? — sin («—8)?. 


Zu reduciren die Quotienten: 


sin œ + sin2& — sin3« 44 sin ða + 2sin2«a + sin œ 
sin « -]- sin2«—+ sin3« ` ' sin3a—2sin2«-]- sine * 
sin3« + sin Ze — sina cos3« — 2cos2a + cos œ 
—————— AN, —— MS ——. 
sin3« — sin2« + sin æ cos ða + 2 cos Ze + cos æ 
sin 3« + sin2« + sine cos 3a — cos2« + cosa 


sin 3a —sin2æ- sine * 46. cos ða + cos2a-]- cosa ` 
sin (æ + 8) — 2sin e + sin (æ — f) 

sin Le + 8) + 2sin æ + sin (e — $)" 

cos (æ + B) + 2cos æ + cos (a — B) 


cos (æ + 8) — 2cos æ + eos (e — B8) 
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. sin d@ + sin 34 + sin 2« + sin æ 
sin 4« — sin 3« — sin Ze + sin æ ` 
50 sin 4« — sin 3« + sin 2a — sin « 

e Dë A A TUIS ER 
sin Ae + sin 3e — sin 20 — sin « 
sin Ae + sin 3« + sin 2« + sin æ 
sin Aer + sin 3« — sin 2« — sin « * 
o cos da — cos Ae + cos 2æ — cos æ 

52 — a 
cos 4« + cos De — cos 2& — cos « 
53 cos 3« + cos 2e — cos u — 1 
cos 3a — cos 2a + cos « — 1' 
cos ða — cos ie + cosa — 1 
öl. — 
cos 30 — cos 2a — cosa + 1 


55. sin (æ + 38) + sin (a + 28) — sin (æ + 8) — sin e 
sin (æ + 38) — sin (a + 28) + sin (a + 8) — sin «e 

sp, £9? (æ + 38) — cos (æ + 28) + cos (æ + 8) — cos a, 
cos (æ + 38) — cos (æ + 28) — cos (« + 8) + cos «' 


S 7. Trigonometrische Reihen. 


In ein Produkt zu verwandeln, soweit es thunlich erscheint: 
1. sin æ + sin Ze + sin 3« + sin Ae, 
2. sin w + sin Ze + sin 3e + -- + sin 8e, d. i. X sin ka, 


3. sin æ + sin 2« + sin 3a + : + + + sin 164, d. i. X sin kæ.“) 
1 


4. sin æ + sin (æ + 8) + sin (æ + 28) + sin (« + 38). 
da. cosa + cos (œ + PB) + cos (æ + 28) + cos (æ + 38). 


Zu summiren n Glieder der Reihe: 
n 


9. sin æ + sin 2« + sin Ze + ++, d.i. X sin ka. 
1 


*) Der Summationsindex ist Mer. und in den folgenden Summenausdrücken 
k=n 


k und a E ist kurz geschrieben 2. (Vergl. die Sammlung von Aufgaben 


aus der (at und niederen See des Verfassers § 34.) 
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Cap. 1. Goniometrie. $ 7. 


. sin œ + sin 8e + sin be ++, d. i. X sin (2k — Da. 
1 


. sina sin(a-- B) sin (+28) ^ d.i. Ssin («+ (k — 1)B). 


8. cosa + cos 24 + cos 8e + + + ', d.i. X cos ka. 
1 


. cosa + cos äe + cos ða + ++», d. i. Zeng (dk = Da. 
. cose + cos(a-]- 8) + cos(a}-26)- ---, d.i. Zcos (e--(k— L8). 


Zu summiren: 


2n—1 
. sin œ — sin 2@ + sin 3a — sin Ae + + -, X(— 1): sin ka, 
1 


2n 
. sin « — sin 2@ + sin 34 — sin Ae +++, S(— 1)' sin ka. 
1 


13. sin «—sin(@-+ß)+sin(a+2ß)—.-, S(— 1} - sin (æ+ kB). 
14. iin W C- ain Bat M Bi HN < ES 1) : sin (2k + Da. 
15. sin a — sin Ba + sin Be — -», 3-1 sin (2k + (ie, 

16. cos œ — cos 2æ + cos 3a — + +, 3c 1)* + cos ka, 

17. cos « — cos 2a + cos 3« — + ., 3C 1y— eos Ka. 


24. 


2n—1 
. cos œ — cos 3« + cos 5a — -., J (— 1)" - eos (2k + 1)e. 
0 


cos œ — cos 3@ + cos 5a — + +, 3(— 1) - eos (2k + 1)e. 
cosa — cos (« + 8) + cos («+ 28) — --, icy * cos («-]- kf). 


n 
. sin a? + sin Zei + sin 3e? +++, Z sin ko”. — (Vergi. $37, Aufg. 6.) 
1 
n 
. cos æ + cos 20? + cos 3æ? +++, ZT cos kæ, 
1 


n—1 
. sin a? + sin 30? + sin 5o? +++, X sin (2k + Do”. 
0 


sin ei + sin («+ 8)?-]- sin (a + 28)* + - 5 "X sin (a + kB). 
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25. 
26. 


21. 
28. 


29 


30. 


31 


32. 


33. 


34. 
35. 
36. 
91. 
38. 


39. 


40. 


Trigonometrische Reihen. 15 


oos að + cos (æ+ B)? cos (a 28)? + ++, "E cos (æ + kB 
sin æ + 2 sin 2a + 8 sinda + + +, X k sin ku, 

cosa + 2 cos 2a + 3 cos 3a + -., 3 k cos ko. 

sin («+ ß)+2sin(«-+28) + 3 sin UM 38)--- „Sksin (æ +k). 
cos (e + B) + 2eos (æ + 28) +: >, Ek cos (a + kp). 


n 


cos æ + 3cos 3« + 5cos da --- -, I (2k — 1) cos (2k —1)e. 


— 


n 

sin æ- sin B + sin Ze - sin 28 + sin Ae. sin 38 +--, Fsinna-sinnp. 
1 
n 

sin æ: cosp + sin2a-cos28 + sin3e*cos38-]---, Isinna-cosnß. 
Ee: 


n 
cos æ cos f- cos2«- cos28-- cos3e-cos38-]- --, Xcosna-cosnf. 
1 


sin (e — B) ES sin (8 — y) «i sin (y — ð) 
sin æ + sin $ sin $ -siny ` siny-sind 
sin (æ — $) + sin (8 — y) B sin (y — ð) 
cos o, oof ` cosß-cosy ' cosy-cosd 
cos (a—B) ^ cos (8 — y) cos (y — di ` cos (dð — a) 
cos æ- cos cosß-cosy ` cosy -cos ð cos Ó - cos «` 
naX Enc E UT 
sin æ sin 2« sin 2« - sin ða ? Y sinka - sin(k4-1)a 
1 1 1 ; 
m cos 2a * cos 3« art 
z 1 
1 Cos (k — l)e. cos ka ` 


nað dk: 


eos & cos & * cos 2« 


1 1 


sin æ sin & - cos 2« + cos Uer - sin ða 


f e No D dla. RA 
2s bi 2(k—1)e - sin(2k—1)a sin(2k—1)a - cos Jka): 
1 1 Æ 1 


orai 


cos & sin 2« sin 2« cos 3« cos 3a - sin 4« 


A EN ARO AE 
1 ( cos (2k — 1)e - sin 2k« sin 2ka » cos (2k + 1)« ) 


www.rcin.org.pl 


16 Cap. I. Goniometrie. $8 7, Ta, 8. 


1 1 


Mama EA a a FA He 


; sin [æ + e VUE sin (a + kB) ` 
95 cos a: cos (a + B) 2 ET E 38) t 


sin « sin 20 sin 3a 
De cos a T cos «+ cos ie | cos Bæ + cos bæ m 
= sin ka 
2 2 
sin P sin 28 — 
e sin æ - sin e + 8) mn sin (« + B) di bg 38) á 
5 sin k 
k(k k(k +l : 
4 sin (a ED 8) a n («+ ( = al 
§ 7a. Umformung algebraischer Ausdrücke bei der 
Rechnung mit Logarithmen. 
Gegeben die opu von a und b, a >b, vias 
ad — 
1. log (a -F b). vw ve b). 3. eu 
4. ——. 5. 3 
a? -- 1 aji 
6. Va? +2. pa V. S Vad- b Ya ð 
9. Va? — 2ab - cos y + b. 10. Ya? + 2ab cos y + b. 


Zu berechnen: 


11. cosa cos + sinaesinfBcosy. 12. sine cos — cos«sin f cosy. 


(In den Aufg. 9—12 sind e B, y gegebene Winkel.) 


*) Durch welche Substitution lásst sich die Summe in Aufgabe 42 aus 


der in Aufgabe 41 ableiten? 
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Trigonometrische Gleichungen. 17 


C. Trigonometrische Gleichungen. 


§ 8. . Gleichungen von einfacher Form. 


(Die mit einem * versehenen Aufgaben führen auf gemischte 
quadratische Gleichungen). 


1." til 02 o4, 2. cos pe eine, 
3. tg x= 4 sin a. 4.  ctg o= 2cos a. 
*5. sin e etg 2: "0. cont=tgzx, 
*1. 3sinx=2 etg c. *8. 4 cos a — 3 tg a. 
9. 3sina=2(1 — cos 2). 10. cos æ = y3 (1— sine). 
a 
11. sin q ws m 12. sin 22 = cos £, 
13. sin 22 = %sin v. 14. sin 272 = y2. sin 4. 
15. sin 22 = 1,6 cos z. *16. cos 22— % cos æ. 
#17. cos 2æ = % cos æ. #18. cos 22=% sin a. 
*19.. cos 22 = Y sin x, 20. cos 2z— — sin æ. 
21. iða tg. #22. tg v — 2cos 5" 
*28. tg2x=6 sin . 24. ctg 22 — — etg 2. 
25. 2ectg 2z — 9 tg Ø; 26. tg 22 — 2ctg a. 
24. sin 20 —tg a, j 28. ctg == 2 sin 22. 
29. 4tg 5 = 3sin #. #30. tg 7: tg E =. 608,25, 
31. 2sin 32 — B sin æ. 32. 4sin Am = — Bsin z. 
33. sin 32 — V8 + sin z, 34. 3cos 34 = 2 cos g. 
35 tg Ja = 4tg a. 36. 5 etg 82 = etg æ. 
*97. ` y2.sin 3« = V3-sin2z. *38. sin Sæ = Y) - sin æ. 
*99 5cos 5g — 3 cos än, *40. — V3. sin 5æ = V5 . sin 3z. 
2 
*41. 4sinz - sin92— 1. #49. cosæ cos 3 = — 0,1. 
41a. ctg2x - ctga = tg a?. 42a. sin2z cos z — «sin 32. 
Hermes, trigon. Aufgaben. 9 
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43. 
45. 
*47. 
*49. 


1. 
3. 
5. 
1. 
9 


11. 


13. 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


20. 


21. 
22. 
29. 


24. 
26. 


28. 
90. 


Cap. I. Goniometrie. 88 8, 9. 


cos 9a =a. cos L. cos Læ. 44. 2cos9z—cosc cos2z. 
sinðæ==a-sinæ-cos2æ. 46. sin 3æ=— 4sin X. cos?w. 
cosda=a«-cosc-cos3z. *48, cos 42 — cosg cos 9a. 
sin Där OS le, sin är, *50. cosæ:sinbDæ==æsin6z. 


8 9. Quadratische Gleichungen.“) 


sin æ? + sin x = 3⁄4. 2. 5cosa? + 8cos s = 2. 

4tg 2? + 12tg v =T. 4. ctg? — 5etg e = 1. 
12sin 2? + 5sin x = 3. 6. S8cosa? — 2cos v — 3. 

3tg a? — 4tg v — 4. 8. 18ctg æ? — 3ctg x = 10. 
Ísin 2? — 6sin x = 2. 10.  3tga?— 2tg s= 4. 


cos 2% 


1 2— itp 9 e = ^ 
dein ai — 1 cos d, 12. 5 A + 4tg z —0 
D 1 . 
sin æ + GER 2V2. 14. 2cos 2? + 4cosv=8 sin æ?. 
sin 2? — 2cos æ? = 4sin æ. 
sin æ? — $ sin x cos æ = 15 cos 2”. 
2cos æ? + sin 2? = 3 sin « * cos æ. 
ctg æ — tg x = 3. 
3tg æ — Sctg x = 4. 
cosg — Y5 — cos æ — 10 
2 cos d 2 (cos æ + V5 ) ; 
4 sin æ? + 3 cos 2? = 6,5 sin 22. 
3 sin 4? + sin 22 = cos a”, 
4 cos g? — sin a? = % sin 22. 
1 1 
1 — . si = 2 8 
sin æ + cos 2 a. 25. sin æ + at: ge cos Æ, 
Na "Og sing? — coss? 1 
2sin æ? — cos 2? = 1. 27. 3 3 i 


sin z? + Á sing- cosa. 29. e sin 22 — cos 2* + 3. 


9 sin g? — cos g? = 1 — sin 22. 


*) Die quadratischen Gleichungen lassen sich zum Theil bei der 


Lósung umgehen. 
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31. asin s? + bcos z? = a. 32. asin æ? + bsin 22 = o. 
33. acos ©? + bsin 22 = a. 34. asin æ? + bcos 2» = a. 
35. acos ©? -+ bcos 2x = a. 


36. 3sin a? — 4sin w - cos æ + 2cos x? — 3⁄4, 
37. 2cos z? — 3sin 2x = 08 22 — sin 2?, 
1 1 
98. — EI E E al a 
sin Z cos Æ sin 2 cos A 
a b 
39. sin a? + sin 2 - cos X + pera 7 
Ms I 
sin 2? sin 2x cos z? 
41. 2sin 22 — 3 (sin æ + cos æ) = 0. 
42. 2sin 22 + 3(sin æ + cos x) = 0. 


. Sin 22 Æ 4 (sin æ + cos ewer 


. sin 22 Æ «(sin æ + cos æ) = 0. 
. 6 (sin æ + cos æ) + sin 2z = 0, 
. 6sin 22 — 5 (sin æ — cos 4). 
. 6 sin 22 = 5 (cos x — sin æ). 


e sin 20 + —- (sin æ — cos z) = 1. 


9 


. asin 2æ + b (sin x + cos x) = b. 
. asin 22 + b(sin æ + cos x) = c. 


. 6sin 22 + 5 = 3 (tg x + etg 2). 


6 sin 22 — 5 = 3 (tg « + ctg 2). 


. asin 22 — 2b = c (tg æ + ctg æ). 
. 2tg æ + 4 = 3 (ctg x — tg v). 


2tg 2 — 4 = 3 (ctg x — tg 2). 


. 6tg 2z + 5 = 8 (ctg æ — tg 2). 
. atg 22 + 20 = c(tg x — ctg æ). 
. 2sin + tg x — 2sin 22. 

. 92sin e + 3tg x = 24sin 22. 


60. 4asin æ + 2b tg æ æ sin 22. 
61. cos = — cos a = 1. 62. sin $ + cos æ= 1. 
63. cos æ + cos Lo 64. sin = — cosa = 1; 


2 2 


9* 
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65. cos 22 — sin æ = Y. 


67. sin z + tg = : 


sin X` 


69. 4sin x — 2ctg x = 


dl. tg x + etg x = æ - sin 22. 


sin € 


66. cos 22 + cos x= 1⁄4, 


t x 1 
68. sin Y + ctg 2 = saw 
j eð 
(0. IT ólga  —. 
15 
D L == ————————— 
12. A(tgz-|- etg x) ia. culi 


49. a + b sin 2x = e(tg x + etg 2). 


a + bsin 2% 


74. 
cos 22 
15. Le — 1 


l—tgz 2%cos 2x ' 
11. tg 2x + tg x = «+ ctg æ. 


= «(tg æ — etg æ). 


16. tg 2x + tg x = %etg z. 


78. tg 2x — tg x = a - etg v. 


19. tg 2x — tg æ = a (ctg æ — ctg 22). 
80. etg z. tg 2r — tg æ: ctg 22 = 2. 


§ 10. Gleiehungen verschiedener Gattungen. 


a. Die Form: asin + bcos 2 = c. 


1. 3sin æ + cos z = 1. 
9. asin æ + bcos x = b. 
5. V3- cos æ — sin z = 1. 
4. Ssin æ — cos z = 4. 
9. 3sin x — 4cos x = 1⁄4. 


2. ` sin x — 3008 7 = 8. 
4. asin 2 + beos x — a. 
6. 2sin x — cos z = 0,4. 
8. 3sin æ — 4cos z = 1. 


10. 9sin x + 10cos z = 11. 


11. V3 sin tc... 12. y2. sin 2— ð: cos æ = Á 


13. asin x + b coss =æ. 14. a sin x + « cos s =b. 
Zu Aufg. 13 und 14. Welches ist der grösste Werth von 
c, wenn a und b geg. sind? 


à sin sin 
b. Die Form: x (x + a) Æ can 


|o s 


15. sin 2 — sin (x — a) = sin F 


16. sin (x + a) + sin x = cos 8; «= 37, 8 = 24. 
17. cos Le + æ) + cos (8 — 2) = sin (a + f). 
18. cos æ + cos æ — cos (xz — æ); œ = 50°. 


19. sin (x a) — cos 2 = 0,5; œ = 40°. 
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20. sin(2« + a) — cos (22 —8)—tgy; a—=30°, 8—40?, y—50*. 


21. 


Gleichungen mit 


sin (æ + æ) — sin (a — æ) 


sin (4 + æ) + sin x = cos 


einer Unbekannten. 21 


= cos (B + æ) + eos e — æ). 


kinnten Di 


cos y + sin x = tg « (cos z — sin x). 


. cos — sin 4 = tg & (cos æ + sin 2). 
. asin æ + b cos æ = a sin 2x — b cos 22, 
. a Sin 2 — b cos æ = a sin 22 — b cos 2, 


cos 


c. Die Form: si (x + a). en Le + 8) = 9. 


Gi 


sin æ . sin (z—«) = cos —. 


2 


. cos (æ + æ) - cos (x — f) = cos 


. sin (x + a) - cos (x + 8) = 0,25. 
. cos (z + 0): sin (8 — 4) — 0,1; oss 18?, 8 = BI", 


2 
. Sin (2 + æ) - cos x = cos (459— 5) : 


ett 
E. 


cos æ + cos (æ — Ü) = sin B; œ = 67°, f — 4, 


. sin (z — a)- cos (12 + 8) — tg y; «—129?, p= 1179, y=10". 

. sin (æ + 2) + sine = — sin f; œ = 56%, 8 = 4°. 

. sin (z-]- æ) - sin (z — 8) —sin (24 4- 8 +æ) cos (a 28 — x); 
a = 25?, Bas 20". 


. Sin g cos (2— &)— sin (45? -]- »— a) :sin(45? — æ); x= 30°. 


d. Die Form: sin 2” Æ cos 2^ = a. 


. Sinz*-]-cosz*—?/. 98. 
. Ssinz*--cosz*—?;. 40. 
. sing? +cose—Y. 42, 


> sinæð cost = 7 44. 
. sinz*-|-cosa?— Y. 46. 


. Sin DEREN í Á 48. 


32 


. Sinz!?-L cos all A 50. 


singt- cosg = 74. 
sin æ*-} cos z* = a (Determination). 
sing? + cos xf = Í. 


sin © + cos z^ =w (Determination). 


sin 28 + cos z? = 1⁄4. 


sin 2% + cos48=a(Determination). 


sina + cos z;!? — xy 
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1l. 
19. 


15. 


Cap. I. Goniometrie. $8 10, 11. 


sinz!0-|-cosz!9—1/, 52. sina! cosæ'ð=a (Determ.). 
sinz--eosz—1,1. 54. sinz+cose=a4 (Determ). 
sing —cos2—0,6. 554. cos? — sinz— 0,6. 

sin z*— cos 2* — f. 


e. Erweiterung der Form d. 


á 1 
sin Al + cos z* = sin 22 — ER 
in áð 4 i 1 
sin 2* + cos æt = sin 22 — T 
sin zê + cos z* = 3,25 (1 — sin 22)". 
DH M a 5 
sin 4? + cos æð — sin g? + cos æ? — æ sin Zu’; a= ==. 
i 32 


sin z!? + cos ai = 2 sin 24? — 1. 
sin 210 4 cos 1% = a (sin æt + cos 29); œ = 16 
sin 2% + cos æ!ð + sin 2° + cos 25 + sin a? + cos z* + 

+ sin z* + cos z* = a; a — 1. 
sin AP + cos 45 = « (sin 2% + cos 2%); a = 3⁄4. 
(sin ©° + cosa?) - (sin z* + cos z*) — a (sin xð + cos 2°) ; u = 0,9. 


: du 
sin æð + cos 2? "UT (sin æ + cos 2). 
cos 22 
sin æ? $L————. 
in g? + cos æ XE 


sin æ? — cos æ? = a - (sin x — cos 4); «a = *. 


2 
sin 45 + cos a? = * (sin æ + cos 2). 


1 
sin z5 + cos 45 — T (sin z? + cos a?). 


sin 25 + cos 2? + sin 2? + cos 2* — sin x + cos 2. 

sin 25 + cos g? — æsinæx=cos2”* + cos g’ — acos2; «=1,75. 
sin z* — cos æt = sin 22. 

sin 29 — cos g? — a cos 22; a = — Y. 


cos æð — sin æð = «sin 42; V= 1. 
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Gleichungen mit mehr als einer Unbekannten. 


f. Vermischte Aufgaben. ` 


. cos (æ + 8) - sin (y + æ) = cos (æ — B) - sin (y — 2). 

. cos (œ — æ) - eos (B + y) — cos (œ + 2) - cos (8 — y). 

. tg 42? = sin g? + cos 8?; a — 54? 18,5', 8 — 18? 54,5'. 
. etg 2? — sin a? + cos P?; « — 34° 56,7; B — 16? 54,8". 
. Sin œ — sin (æ + æ) + sin (22 + œ) — 0. 

. cos (œ + a) + cos a + eos (4 — x) = 0. 


sin («+ 22) + sin (æ + 2) + sin « + sin (æ — x) + 


23 


+ sin (a — 22) = 0. 


. cos (x+ 22) + cose + cos(a— 247) — eos (e + 2) -+ eos («—-æ). 
. sin (@-+ æ) - sin (e — a) + *4— sin e [sin (æ + æ) + sin (e — 2)]. 


. cos (œ — 2) - cos œ + cos œ + cos (e + 2) + 


+ cos (æ + æ) - cos (a — x) = — Á. 


á 2sin 5 =1 2 008459 + 2) 
. Sin z (2 cos 22 + 1) — cos 87 = X. 


z E à 
. cos 32 + cos æ - cos 2a =—- sin 2. sin 24. 


2 


DK: 
. cos Z + cos 2% + cos 94 — —. sin 22 - sin dw. 


13 


. cos 3r = 3 cos 22 - cos æ + sin 27 - sin 2 + cos a. 


$ 11. Gleichungen mit mehr als einer Unbekannten. 


.C€-4-y—11?18'5 sinz:sin y = 5: 4. 


&— 34 —1?12,5'5 sinz:siny — 5:4. 
eos (z + y) — 0; sinz:sin y —2:38. 
y—«=1"19; cosy: cosy = 8:2. 
æ — y = 300; ` cosa : cos y = tg P; f — 36° 18". 


, kuss BU: coa 2:008 — bh: 12. 

. sin(z-- y) =; sina:coy=1:2. 
.tg(r4-y) V3; tgo:tgy —3:4. 

. sin (2 — yY) = 0,3; ctg 7 : ctg y = 1:38. 
10. 


tg (x + y) = 0,534; tg x : ctg y — 1:20. 


10a. etg (x — y) = 2; tg y: ctg 7 = 3. 
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1. z-4-y—105; sin æ + sin y = 1. 
12. z--y = 100°; sin x — sin y = 0,2. 
183. s— y= 1°19; cosz+cosy= 1,1. 
14. = y= 100°; cos z — cos y = 0,25. 
15. z-.-y—1809; sin, cosy — 0,25. 
16. 2 — y= 69; sin æ - sin y = 0,25. 
17. 2 —-y=1%0°; cos æ * cos y = 0,2. 
18. x+7y7=1009; ` tg x + tg y =— 2,5. 
19. x—y= 309; tg x + tg y = 2. 

20. z— y =:109; ctg y — ctg x = 1. 
20a. -+ y = 609; tg æ — tg y = 2 tg 10°. 


21. = + y= 70°; sin 2* + sin y? = 0,5. 
22. æ — y = 109; cos 2? + cos y? = 1,25. 


23. o — y — 1009; A — k. 1,5. 
sin A sin y 
24. g — y= 19; 1 — 1 = 21⁄ 
cos A cos Y 
24a. x — y = Q; A PE — tg $ 
d Sg cos A cosy — Bre 
25. 4c + y = 540°; sin æ : cos 5- = y2 : Le 
26. cos 22 + cos 2y = 0,25; sin 2: siny==2: 8. 


27. sin (x + y) + cos (2 — y)=0,125; sins: sin y —2:93. 
28. cos (æ + y) + cos (z — y) = 0,125; sin æ : sin y = 2:3. 


29. tg æ + tg y = 545 cos A ` cosy = 9 : 4. 
30. ctg æ + tg y — 2; sin æ + eos y = 0,25. 
31. sin æ + sin y = 3⁄4; cos æ + cos y = — Y. 
3la. sin æ + sin y = 74; cos æ + cos y =. 

32. sinz——siny = — 4; (K); cos e + cos y =%;(— Y). 
324. sin v — sin y = a; cos æ + cos y = B. 

39. sinz--siny—5(; (3⁄4); cos © — cos y = 0,2; (%). 
34. sin æ — sin y = 0,2; cos x — cos y = — 0,25. 
34a. sin v — sin y =a; cos y — cos & = f. 
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35. ` sin æ + cos y = %; eos æ + sin y = %. 
36. tgx+t+tgy= Di ctg 2 — ctg y = Á. 


37. sin(z-]y)—«sinz; ` cos (x + y) — B cos a. 
98. sin (z + y)— «coss; ^ eos(z-|- y) — f sin æ. 


39. sinæ:siny=a:B; cos 2 : cos y = y : d. 
39a. sin æ: cosy = «:f; cos g : Sin y — y : ð, 
40. sinz:siny—a:f; tg 2 :tg y =y:0. 
40a. cos z : cos y = « : B; tg v:tg y — y :0. 
40b. sin æ : cos y = «æ: f; tg x : ctg y =y :0. 


41. a (sin æ — sin y) = b (sin 2x — sin 2y); 

a (cos & — cos y) = b (cos 2x— cos 2y); a = 3, b= 4. 
42. sin 2x + sin 2y= e (sin 2 + sin y); 

cos Ze + cos2y— B (cos x + cosy); «=3, B —1. 
43. cos 4 = cosa: cosz-|- sine - sing . cosy; sine, siny = sin f. 
44. cos (x + y) — ð; sin 2: sin  — Q : b. (Vergl. Aufg. 1—10) 
45. cos (æ + y) = ð; cos æ : cos y = 4 : b. 
46. sin (x + y) = ð; sin æ : cos y= a i b. 
47. sin (x + y) —9; sin æ : sin y —a : 5. 
48. tg (rz + y) —9; tgæ:tgy==a:ð. 
49. ctg (æ + y)= 9; ctg æ :ctg y — a: 5. 
90. tg(z--y)— 0; sinz:siny=l:e; ð= — Ya?—1. 


50a. tg (z + y) — 0; sinz:siny=l:e; o=- = Vier. 
91. s4 y + 2 — 4, (— 1809);  sinz:siny:sinz—a: 
92. æ+ y+ 2 — 4, (— 909); coss: cos y: cos z— a: 
53. æ +y d 2— 4, 180%); tgo:tgy:tgz—a:b: 
54. x+ y t z= 4, (— 909); ctgx:ctgy:ctgz=0: 
55. æ + y — z = 4, (— 09; sin z:sin y: sin z = a: 
56. æ + y — z = 1809; sin æ : sin y:sinz=4: 
94. v + y — z = 4, (= 90°); coss: cos y: cos 2 — a: 
DR, 2-|-y —2— 4, (=0); —tgr:tgy:tgz=a:b: 


e EN 


SP ex E En E D c.m 
Sa e e 


59. x + y — z = 90°; etg v: etg j :ctgz—a:6:c., 
60. + y —22—0; sin z : sing :sinz — a :5:c. 
61. z- cos u —a; æ» sin u = b, 
62. z: Bin U = 4; z-tgu=b, 
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63. v- sin ie +u)=a; z-sin(B+u)=b, (Vergl. $22, Aufg. 57) 
64. z- cos (a + u) =a; <-cos (B + u) = b. 

65. x- sin (a + u)=a; æ-cos (f +u)=b. (Yergl. $22, Aufg. 56.) 
66. 2-tg(a+u)=a; w-tg(B+u)=b. (ergi. § 22, Aufg. 58.) 


67. 2-sin(a+u)=a; s =b -cos (8 + u). 
68. x (sinu-+-sinv)=a; a(cosu-]-cosv) —0; æ(sin2u--sin 2v)=c. 
69. xcosu—ysinu=a; æ sinu + y cos u = b; 
a? — 2ax - cos u = c? — a?, 

69a. æ cosu — y sin u — a, 

æ sin u + y cos u = b, 

a? — 2bæ sin u + V. = d?. 
70. æ sinu — y cos u = a, 

& cos u + y sin u = b, 

= 2 tg (a — u). 


D. Algebraische Gleichungen. 


§ 12. Gleichungen der zweiten Grades mit einer Unbekannten. 


a. Zu den trigonometrischen Entwickelungen. 


24 2a 
2 iis 2 NES 
bum 2, at + em — 
9. 1 — 2? = 2 - ctg a. 4. 22 — | —2« - tg æ. 


k ÁE AA S yi - = e, 


rn UO 8. Var 2= El 
4c - sin (a + 8) - sin (a — 8 
E ies sin 2« » sin 28 


A Ee de, cos (æ + B) = cos (a — 8) 
sin 2a - sin 28 
10. 2?.cos « + 22. eos a? + cos ða = 0- 


10a. 2?. sin « — 2x - sin æ? — sin 3« = 0. 
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b. Anwendung der Trigonometrie auf die Umformung der Wurzeln 


11. 


einer quadratischen Gleichung. 
a. Die Form az? + bz + c — 0, wo b? > 4ac. 
a? + 0,6189 - x + 0,08945 = 0. 


11a. 2? — 6,5432 - æ + 2,3456 = 0. 


12. 
13. 
14. 
15. 


0,14325 - æ? + 1,2345 - æ + 2,646 = 0. 
p? V0,2 d- a Yy3 + Les 0. 

a? — Bæ V3 + 2 V9 = 0. 

a? + æ V3 + 0,44949 = 0. 


16 nz + — — 5,6251. 


17. 
18. 
19. 


20. 


a” -tg & — æ sin f + 0,1 cos y = 0, 

wenn « = DU, B — 76%; y = 42? 43'. 

2? + x cos æ + cos 2æ = 0; ‘die Werthe von æ zu bestim- 
men für «= 42? und eine Grenze für æ anzugeben. 

22? » sin 3a + 2z-sin 2e + sine = 0; die Werthe von æ 
zu bestimmen für «= 48? und eine Grenze für « anzugeben. 


a. tg æ — serus etg « = 0. 
B. Die Form az? -+ ba 50, c > 0. 
. 4? + 0,1234 - 2 = 9,3702. 


. að — 2,4168 - æ = 3,0165. 

. à? V3 — æ V2 = 5,498. 

. na? La 2 = 15872. 

„nað — e: æ — 12; e=2,7183. 

. mæ? — æ » log 2 — sin 40°. 

. 22. gin æ + 22 - cos « — sin a; œ= DÜ, (Vergl. Aufg. 3). 
. 4? - cos œ + x sin « = tg &; œ = DUT, 

. Ai, cos a? — a sin 2a = sin æ. 


y") Die Wurzeln der Gleichung 
aa? + bæ + c= 0 


als die Tangenten zweier Winkel w und v darzustellen. 


, à? — 0,87705 - æ + 0,13541 = 0. 
32. 


4a? + 4,1 - æ = 4,899. 


*) Die Gleichungen mit imaginären Wurzeln siehe $ 14. 
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33. 0,2468 - a? + 2,468 - x — 8,642. 

94. 2,5981 - 2? — 0,61455 - x — 5,1235. 

35. að. sine + æ. sin (æ + 8) + sin p = 0; œ = 45°, B = 15". 
36. 2?.tg a — 2: cos (a — B) = etg B; « = 439, 8 = 34. 


8 13. Quadratische Gleichungen mit mehr als einer Unbekannten. 


1. Man kennt von zwei Zahlen die Summe gleich 3,3985 
und das Produkt — 2,7709: die Zahlen zu bestimmen. 


2. x — y — 0,289; 3. æ + y — ——; 
æy — 11,9583. cos a^ 
cy = tg x”, 
4. x — y = sin 2a; 5. æ V2 + y V3— m. 
di) = eig a”. a? + y = 4. 
6. 224 y=0=83,6675;5 1. 2? + y? — 1,6543; 
dy sb zs T,811t, æ +y = 3,4567. 
x? RR À a y á 
8. tg 8a. Etag: 
ec + py =y. da + 6y = 7. 


9. 2 — y? = a axy; 
0; a =213, b —81, « — 5. 
10. az? — by? = qx? + By?; 
Lay = c? + a? y? 
11. x+ y=«(1 —ay); 
a—y=f-V114 8.1149 (8<1> 

12. Man kennt von zwei Winkeln die Summe glech æ und 
die Summe der reciproken Werthe der Sinus = f; «= 120°; 
a8. 

13. Man kennt von zwei Winkeln die Differeız gleich 
6° 52,2’ und die Summe der reciproken Werthe der Sinus 
gleich 2%. 

14. x — y=e(l-+ ey); 

VI+2— VIF y3—8; «= 3, p= 2. 

15. sy — y Late — r = eð; 
E, 1 
tur dn 

16. xV? — y? + y ya? — a? = 67; 


bYa? — a? + ayb? — y = di 
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17. 224 y^ = a?) 18. 2? + y= 5, 
u? + v = b, u+ v= T, 
4v — yu = c?, av + yu = 343, 
zu — yo = d?, au L yv = 4V2. 


S 14. Complexe Ausdrücke in trigonometrischer Form. 
Trigonometrische Reihen. 


(Vergl. Algebraische Aufgaben SS 40, 41.) 


1. (Der Moivre’sche Satz.) In complexer Form dar- 
zustellen das Resultat der Entwickelung von: 


à. (cos œ + ¿sin æ) - (cos B + ¿sin B). 
b. (cos œ + ¿sin c) : (cos ß + ísin £). 
€. (cos «x + ¿sin æ)”. d. Vcos a + i sin a. 

2. Als complexe Ausdrücke in trigonometrischer Form dar- 
zustellen: 

à. a + bi, b. 1+2ü c —1+2 d 1. e — 1. 
Lig — i, 


9. Lösung der (reinen) quadratischen Gleichung: 


a. æ? — 3 — 4i. b. 2=—1— i. 
e. 4? — 2ax +æ + 1— 0. d. 2? +26 + 1) æ + 2: — 4. 
e. 2? — y^ = 4i; f. 2 +y?=6; 

æ + y = — 8. at + yt = — 14. 


4. Lösung der (gemischten) quadratischen Gleichung: 
av? + bæ + c — 0, wenn c > 0 und 4ac bi, 
5. (Anschl) Die Wurzeln zu bestimmen der Gleichung: 
a. 12342? + 23454 + 3456 = 0. 
b. V7- 22 — V5 - x + y3— 0. 
6. Gegeben die quadratische Gleichung: 
22? — 3v + 4 = 0: 
diejenige quadratische Gleichung darzustellen, deren Wurzeln die 
Quadrate (bezüglich die Cuben) der Wurzeln der gegebenen 
Gleichung sind. 
4. (Anschl.) Die Wurzeln der gesuchten Gleichung sollen 


die fünften (bezüglich die siebenten) Potenzen der Wurzeln der 
gegebenen Gleichung sein. 
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8. Gegeben die Gleichung: 
a? — az +b=0: 
diejenige quadratische Gleichung darzustellen, deren Wurzela die 
vierten Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung sird. 


9. Zwei Zahlen zu bestimmen, von welchen die Summe 
der Quadrate gleich a? und die Summe selbst gleich b gegeben 
ist, (b < 2a). (Vergl. $ 13, Aufg. 7). 

10. Bestimmung der drei Wurzeln der Gleichung: 

A. acm. b. x* = — 1. 
e. ësst d. 2* —2 + 2i. 

11. Darzustellen die Wurzeln der Gleichung: 

a. x+ + 1=0. b 3i, c, z* —' + 241. 

12. Zu lósen die Gleichung: 

a. t— L 1=0. b. æt + 4?y3 + 1= 0. 

13. (Anschl.) Als Produkt zweier reellen Faktoren des 
zweiten Grades darzustellen: 


a. a*— E b. at 2?y3 + 1. 


Anwendung der Trigonometrie auf die reciproken Gleichungen 
des vierten Grades. 


14. Zu lósen die Gleichung: 
ay aa? + ba? + az + 1— 0. 
15. æt — 2?. sin 20? — 2? - tg 732 — æ sin 20? + 1 = 0. 
16. (Lei + 1) sin æ — (x? + 2) cos P =a?; «= 24^, 8 = 36°. 
17. x*+1— (2? +8) - sin x+2? - tgB=0; «= 170°, 8 = 62%, 


Trigonometrische Reihen. 


18. Cosna und sin næ nach Potenzen von cos « und sin « 
zu entwickeln. 


19. (Anschl) Entwickelung von cos Ze, cos 3, cos 4c, 
eos Dæ und von sin 20, sin de, sin Ae, sin De nach Potenzen von 
cos « und sin a. 


20. Die 2nte und (2n + l)te Potenz von cos « und sin o 
nach den Cosinus und Sinus der Vielfachen von œ zu ent- 
wickeln. 

21. (AnschL) Entwickelung von cosa?, cosa”, cosa, 
cos æð und von sin «?, sing’, sin at, sin að nach den Cosinus 
und Sinus der Vielfachen von «. 
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29. Die Funktionen cos und sinz, wo æ den zum Radius 1 
gehörigen Bogen (arcus) bedeutet, nach Potenzen von æ zu ent- 
wickeln. 

23. (AnschL) Die Werthe der Cosinus und Sinus zu be- 
rechnen, welche gehóren zu den Winkeln: 

& 1. Ki € M X992 45 

24. Die Funktion er, wo e die Basis ist des natürlichen 
Logarithmensystems, durch cos 4 und sin 2 in complexer Form 
darzustellen. 


25.  (Anschl) Cosæ und sing durch e^ und e~% aus- 
zudrücken. 


26. Einen gegebenen Bogen (arcus) æ in eine Reihe nach 
Potenzen seiner Tangenten zu entwickeln, wenn tgæ < 1 ist. 


27. (Anschl.) Die Zahl zr durch eine unendliche Reihe 
darzustellen und auf acht Decimalstellen zu berechnen. 


§ 15. Cubische Gleichungen. 


1. Die Werthe der Unbekannten aus den Gleichungen 
a + y = 20, xy =— a? 
trigonometrisch darzustellen, 


2. Trigonometrische Bestimmung zweier Zahlen, deren Pro- 
dukt gleich a? und von denen die Summe der Cuben gleich 2b* 
gegeben ist. (b > a). 

9. (Anschl) Es sei b <a vorausgesetzt und die Aufgabe, 
die Summe der beiden gesuchten Zahlen zu bestimmen. 


4. (Anschl. an E Die Gleichung 


(1). u? — 3ay + u — (æ? + y?) = 0 
zu identificiren mit der Óldame 
(2). u? + au + b = 0, 


d. h. æ und y so zu bestimmen, dass die Gleichung (1) in die 
Form der Gleichung (2) übergeht, oder weil Gleichung (1) 
identisch erfüllt wird durch den Werth u — æ + y, die Gleichung 
(2) zu lösen. 


5. Zu lösen die cubische Gleichung: 
a. x? — 222 = 84. b. 2* + 3z — 5,25 = 0. 
e. a? +x + 10=0. d. 22° — 9,30 = 8. 
e. 92? + 262 + 9 — 0. 
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6. Zu lösen die Gleichung: 


a. a? — Ts = 6. b. 92? — 282 + 16 = 0. 
€. #— 92 22. d. #2 — 32 = 2 cos a. 
e. 94? — 46,842 — 12. f. æ — 2,062 + 0,8 = 0. 
4. Zu lósen die Gleichung: 
a. 2° — 32? — 2224 90— 0. b. 4? — 2? — 2x = 12. 
e. 22? — 52? + 18 = 0. d. 4? + 32? — 162 = 40. 
e. 94^ — 6,752? — 162° + 12—9. f. 3} — 24,12?4 90=0. 


8. Den Winkel z zu bestimmen aus der Gleichung: 
sin 32 — sin æ = Y. 


9. sin a^ + cos äi = cos æ (a < 45°) Besondere Fälle: 
a 4593.09 2 SUE, 
10. sin Af — cos 2? = sin a. l 
a = 45°. 
10a. sin af — cos a? — — sin æ ) 
11. sin æ? + cos 2? + 14 sin 27 = 0. 
11a. sin 2* + cos 2* — Y sin 22 = 0. 
12. sina? — cos æ — 0,6 - sin 22. 
12a. sin à? — cos 2? — — 0,6 - sin 22. 
13. 3 V1 + sin 2x — V1 — sin 6z = 4 cos a. 
13a. 3 V1 — sin 2z — V1 + sin 6z = 4 sin a. 
Anwendungen der cubischen Gleichungen auf geometrische 
Aufgaben finden sich in § 36. 
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Cap. II. 


Trigonometrie. 


A. Rechtwinklige, gleichschenklige Dreiecke, 
regelmässige Vielecke. 


§ 16. Fundamentalaufgaben. 
a. Rechtwinklige Dreiecke. 


Bezeichnet werden durch a und b die Katheten, durch æ 
und f die entsprechenden Gegenwinkel, durch c die Hypotenuse, 
durch A die zu c gehörige Höhe, durch fl der Inhalt des recht- 
winkligen Dreiecks. 


Die fehlenden Seiten und die Winkel zu bestimmen, wenn 
gegeben sind: 


1. «— 5, b= 6. 2. a= 8, e. 
aß, bomi, a ce E col Zr 
a= 16, Y bo 69,59, .. er 88, 16. 
9. a= 50, b= 40,302. v A a = 76,543, c== 123,45 
| a 4219, ba Bi a = 34,567, c = 16,543. 
a = 12,945, b — 13,579. b a ca 


5. a = 188,82, c = 202,44. 
a— 50,937, c — 53,116. 
a: 0,615, c="0 


| Die fehlenden Seiten zu bestimmen, wenn gegeben sind: 


| 6. a x1, a= 18.14"... 1.06 — 08, æ = DÉI 54' ' 
b 2-712, = 297 8^. Cr 21 B= 51*42,8. 
A NR A c==8,642,.. $ — 86^ 4,2". 


$. a= 5,0472, B = 50° 47,2... 9. a=47, . fp=48%49". 
c—21, —P=444/4. c=35, 07369 31,5'. 
c=18, | oss DES 16,3". — 17,342, a = 80? 0,8'. 


Hermes. Trigon, Aufgaben. 8 
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10. a =62,08,  #=8130!. 
b=5,2897, «=52 504". 
c=8,651, a — 545,9". 
Die fehlenden Seiten und Winkel eines rechtwinkligen Drei- 
eckes zu bestimmen, von welchem gegeben sind: 


11, h= 60, | a— 156. 12. A= 23,4, a=7,2. 
h= 10,296, b = 11. 435958, a = 10, 
h=01  e—23?45,6'. A= 18, a=5. 

= 9,8765, ß = 43?2,1'. A=20, b — 5,5885. 

13. 7 — 28, «= 41989'. 14. 4 — 4,8, € — 10. 
4165100, a = 217904 hM. ` os BS. 
R=12, a = 29, Ass 19,04..' 0256,18. 


fæ bi, PB=42 18,4. 
15. | — 30, færa 18. 
= 100,  c==22 
fi= 25,76, e— 12,18. 
b. Gleichschenklige Dreiecke. 
Bezeichnung: 4B =c die Grundlinie, CB = CA—a 
die gleichen Seiten, y der Winkel an der Spitze, « — f die 
Basiswinkel, A die Höhe zur Basis. 


Die fehlenden Seiten oder Winkel zu bestimmen, wenn ge- 
geben sind: 


Moes 13, e —8. 17, a = 145, a = 6?44', 
a = 0,2915, c= 1,4688. a =100,51, = 10051". 
18. oss 13,827, « = 42?18,4'. 19. k= 34,126, y = 46917'. 
c —— 82,662, y = 10616. h = 6,58, | «—61*. 


20. {= 12,88, «—19933,5'. 21. M= 0,38, c= 1,0203. 
f-—01, r=8%598.  fi=038, a= 1,0203. 


c. Vermischte Beispiele. 


Aufg. 22— 25. Von einem rechtwinkligen Dreieck 
gegeben: 

22. Die Mittellinie auf die Hypotenuse und eine Kathete: 
m = 6,25; a = 4,4; die Winkel und den Inhalt zu bestimmen. 

23. Die Mittellinie und die Hóhe auf die Hypotenuse: 
m = 6,5; h = 6,3; die Winkel zu bestimmen. 

24. Die Mittellinie auf die Hypotenuse und deren Winkel 
mit der Hypotenuse: m=3, d==50°; den Inhalt zu bestimmen. 
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25. Die Mittellinie auf eine Kathete und deren Winkel 
mit dieser Kathete: m, = 65, s= 61?22,8'; den Inhalt zu be- 
stimmen. 

25a. Den Inhalt eines Dreiecks zu bestimmen, von wel- 
chem eine Seite a, die Verbindungslinie der Gegenecke mit 
einem beliebigen Punkte A, von a, AA, — d, und der Winkel d 
dieser Linie mit a gegeben sind. 

26. Welche trigonometrische Beziehung findet zwischen den 
Winkeln &, und & statt, welche die von den Endpunkten der 
Hypotenuse zu den Gegenkatheten gezogenen Mittellinien mit die- 
sen bilden? 

27. Von einem (beliebigen) Dreieck gegeben eine Seite a 
und der gegenüberliegende Winkel æ: den Radius des um- 
schriebenen Kreises r zu berechnen; a=5,8158; «—549?32,5'. 

28. Von einem Dreieck gegeben der Radius des um- 
schriebenen Kreises r und eine Seite a: den Gegenwinkel « zu 
bestimmen; rss BUR, a — 14,919. 

29. Von einem Punkte P, dessen Entfernung vom Mittel- 
punkte eines Kreises gleich d gegeben ist, sind Tangenten an 
den Kreis gelegt: wie gross ist der Winkel derselben und die 
Entfernung ihrer Berührungspunkte, wenn 7 der Radius des 
Kreises ist? (d = 125, r= 44.) 

30. Von einem Dreieck gegeben eine Höhe A und die 
Winkel an der Grundlinie $ und y: die Grundlinie 4 und den 
Inhalt zu bestimmen. (h= 17,25; 8 = 44?4,4'; y = 70° 16,8'.) 
(Vergl. $ 18, Aufg. 8). 


d. Regelmássige Vielecke. 


Bezeichnung: Die Seitenanzahl n, die Seite AB = 2c, 
0 
der Centriwinkel AC B — 2y, also y — AM get = AC — BC 
=r, CD (+ AB)=e; der Umfang des Vielecks — 28, der 
Inhalt = fl. 


Gegeben: Gesucht: 
31... = 10, 2c = 1: dÉ dis 
82, mess, (æl: r, ft. 
33. n= 18, rel: 0, 2c. 
8.0990, 0x1: Jl, gn. 
85. ps Lë. 2s — 70: Ze, 2r70, 0%, fl, r?n. 


96. n—28, 2s= 1000: 207, Bag, 
3* 
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Gegeben: Gesucht: 
Mis ill, 215=88: o’n, fl, rr. 
8 ==, er: Q?n, rom, 29m, 2s, 2Yrr. 
39. „mæti, f — 20: Q^, riet, 


40." 4-217, 20-921: 2rz, 28. 

Et. Á = 211, —29059€512,4*- 28, ari, gn, $€ rn. 

42. n=40, 2rr=70: 2s, 297. 

49. n=25,  2rr=80: A, en. 

44. »—11l,  9^:— 100: A, sie, 28, 2r7r. 

AB. 4-12, rel: ` Se 

46. n—89, r?g = 100: A, QT. 

AEH vn 2,05) rr 2m 25,28: 01 Dei dem) Dr: 

48. Gegeben der Umfang eines gleichseitigen Dreiecks 
gleich 20: wie gross ist der Inhalt des inneren Berührungs- 
kreises? 

49. Der Inhalt eines Kreises ist gleich 10 gegeben: wie 
gross ist der Inhalt eines isoperimetrischen regelmässigen 
Zwölfecks? 

50. Gegeben der Umfang des einem Kreise eingeschriebe- 
nen regelmässigen 48-Ecks gleich 7: wie gross sind der Umfang 
und der Inhalt des regelmässigen Vielecks von doppelter Seiten- 
anzahl in demselben Kreise? 

51. Wie gross ist der Umfang des einem Kreise ein- 
geschriebenen regelmässigen 25-Ecks, wenn die Seite des ein- 
geschriebenen regelmässigen 18-Ecks gleich 1 gegeben ist? 

52. Einem Kreise ist ein regelmässiges 16-Eck eingeschrie- 
ben vom Inhalt 100: wie gross ist der Inhalt des demselben 
Kreise eingeschriebenen regelmässigen 15-Ecks? 

99. Einem Kreise, dessen Umfang gleich 1 gegeben ist, 
ist ein regelmässiges 12-Eck umgeschrieben, wie gross ist der 
Umfang desselben ? 

54. Den Inhalt eines regelmässigen 25-Ecks zu bestimmen, 
welches einem Kreise vom Inhalt 8 umgeschrieben ist. 

55. Den Inhalt des einem regelmässigen Fünfeck ein- 
geschriebenen Kreises zu bestimmen, wenn der Umfang des um- 
geschriebenen Kreises gleich 24 gegeben ist. 

56. Um wieviel ist ein eingeschriebenes regelmässiges 
Zehneck kleiner als der Kreis, wenn der Radius des Kreises 
gleich 8 gegeben ist? 
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57. Der Inhalt eines Kreises ist gleich 100 gegeben: um 
wieviel ist das eingeschriebene regelmässige Zwölfeck kleiner 
als das umschriebene regelmássige Achteck? 

58. Um wieviel unterscheiden sieh die Umfinge eines 
regelmássigen Fünfecks und Sechsecks, welche beide gleichen 
Inhalt, — 12, haben? 

59. Um wieviel unterscheiden sich die Inhalte eines regel- 
mássigen Achtecks und Neunecks, welche beide gleichen Um- 
fang, — 16, haben? 

60. Wie gross ist der Kreisring zwischen den einem regel- 
mássigen 25-Eck eingeschriebenen und umgeschriebenen Kreisen, 
wenn der Inhalt des 25-Ecks gleich 40 gegeben ist? 

61. Der Inhalt eines regelmássigen 17-Ecks ist gleich 3 
gegeben: wie gross ist ein Segment des umgeschriebenen Kreises 
über einer Seite? 

62. Von einem regelmässigen Fünfeck sind die Diagonalen 
gleich 12 gegeben: den Inhalt zu bestimmen. 

63. Von einem Quadrat mit der Seite 1 sind die Ecken 
abgeschnitten, so dass ein regelmässiges Achteck entsteht, wie 
gross ist der Inhalt dieses. Achtecks? 

64. Wie Aufg. 63; jedoch soll an Stelle des Quadrates 
ein regelmássiges Fünfeck treten und der Inhalt des entstehen- 
den Zehnecks berechnet werden. 

65. Den Umfang eines Kreises zu berechnen, welcher 
gleich ist einem gleichseitigen Dreieck, dessen Seiten gleich 7 
gegeben sind. 

66. Von einem regelmässigen 27-Eck gegeben die Ver- 
bindungslinie eines Eckpunktes mit der Mitte der Gegenseite 
gleich d: wie gross der Inhalt? 

67. In einem regelmássigen 11-Eck unterscheidet sich der 
Umfang von dem des umgeschriebenen Kreises um 5: wie gross 
ist der Inhalt des eingesehriebenen Kreises? 


S 17. Anwendung des rechtwinkligen Dreiecks. 


a. Figuren im und am Kreise. 
1. Welche Sehne gehört zu dem Centriwinkel œ in einem 
Kreise mit dem Radius 7r? 
Gegeben. a. r=1l, a = 459, 
b. Þið, c — 619? 8'. 
e f:2912450, „a = 1247 5 0. 
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2. Welcher Centriwinkel gehört in einem Kreise mit dem 
Radius r zur Sehne a? 

Gegeben: a. r= 0,3, GestAä, 

b. r=4,0506, a = 6,0504. 

3. Den Radius eines Kreises zu bestimmen, in welchem 
zum Centriwinkel « die Sehne a gehort. 

aueh, a — 133°. 
b. 46,54, u LUE 

4. Welcher Kreisbogen gehört zu einer Sehne gleich 5 
und dem Centriwinkel 46° 29'. 

5. Welcher Bogen gehórt zu einer Sehne a in einem 
Kreise mit dem Radius 7? 

8.544. pes. D. ds 907 vd. 

6. Welche Sehne gehört zu einem Kreisbogen gleich 8 und 
dem Centriwinkel 73^? 

4. Welche Sehne gehórt zu einem Bogen gleich 5 in einem 
Kreise, dessen Inhalt gleich 100 gegeben ist? 

8. Von einem Kreisausschnitt gegeben der Bogen gleich 
5 und der Radius gleich 3: den Centriwinkel und die zugehórige 
Sehne zu berechnen. 

9. Der Inhalt eines Kreisausschnittes ist 2,88, der Radius 
2,16: wie gross die Sehne? 

10. Der Inhalt eines Kreisausschnittes ist 29,748 und der 
Centriwinkel 53° 12': wie gross die Sehne? 

11. Den Inhalt eines Kreises zu berechnen, von welchem 
eine Sehne gleich 5 und der Winkel der Tangenten an den 
Endpunkten derselben gleich 18° 44,2’ gegeben sind. 

12. Den Inhalt eines Kreisabschnittes zu berechnen, von 
welchem der Bogen b und der Radius r gegeben sind: 

a. eh S Ah bei, re. BAsesi, pes 

13. Wie gross ist der Kreisabschnitt, welcher zu einem 
Ausschnitt gleich 18 gehört, wenn der Bogen gleich 3 gegeben ist? 

14. Bogen und Inhalt eines Kreissegments zu berechnen, 
wenn die Tangenten an den Endpunkten des Bogens gleich 25 
und ihr Winkel gleich 135° gegeben sind? 

15. In welche Stücke wird ein Kreis, dessen Radius 
gleich 6 gegeben ist, durch eine Sehne gleich 10 getheilt? 

16. In einen Kreis, dessen Inhalt 240 beträgt, ist eine 
Sehne gleich 7,5 eingetragen: wie gross ist der zugehörige klei- 
nere Abschnitt? 
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17: Einem Halbkreise lassen sich der Reihe nach die 
Sehnen 2, 7, 2 einzeichnen: wie gross ist das Segment über der 
mittelsten dieser Sehnen? 

18. An einen Kreis mit dem Radius 5 sind von einem 
Punkte ausserhalb zwei Tangenten gelegt unter dem Winkel 
57° 23': wie gross ist die Figur zwischen ihnen und dem Kreise? 


19. Von einem Punkte ausserhalb eines Kreises, der vom 
Mittelpunkte die Entfernung 3 hat, sind an den Kreis Tangenten 
gelegt: wie gross ist die Figur zwischen ihnen und dem Kreise, 
wenn der Radius des Kreises gleich 2 gegeben ist? 

20. In zwei gegebenen Kreisen gehóren zu einer und 
derselben Sehne die Centriwinkel 54° 13,9' und 12° 4,6’: wie 
gross ist der Radius des letzteren Kreises, wenn der des ersteren 
gleich 5 gegeben ist? 

21. Ueber den Katheten a und b eines rechtwinkligen 
Dreiecks sind nach Aussen, über der Hypotenuse nach Innen 
Halbkreise errichtet: wie gross sind die mondformigen Figuren 
über den Katheten? 

8 Gegeben a = B; Bet [pua 48, 02 55. 

22. Von einem Punkte der Peripherie eines Kreises mit 
dem Radius v — 10 sind nach derselben Seite hin die Seiten 
des regelmàssigen Sechsecks und Funfecks eingetragen: wie 
gross ist die ihre freien Endpunkte verbindende Sehne? 


23. In einen Kreis mit dem Radius r sind zwei parallele 
Sehnen von der Länge a und b eingetragen: wie gross sind die 
von ihnen abgeschnittenen Bogen und das zwischen ihnen liegende 
Kreisstück ? 5229, a 2-4 5 — 5. 

24. Aus einem Kreise mit dem Radius r ist ein Sektor 
ausgeschnitten, dessen Umfang gleich dem des Kreises ist: wie 
gross ist das ubrig bleibende Stück des Kreises und die ihm 
zugehörige Sehne? 

24a. Ein Quadrat, dessen Seiten gleich a gegeben sind, 
wird durch einen concentrischen Kreis von gleichem Inhalt durch- 
schnitten: wie gross sind die krummlinigen Dreiecke an den 
Ecken des Quadrates und deren Seiten? 

25. Welchen Winkel bilden die gemeinschaftlichen äusseren 
(inneren) Tangenten zweier Kreise mit einander, wenn die 
Radien r, — 3 und r, = 2 und die Centrale — 6 gegeben sind? 


26. An zwei Kreise, deren Radien vr, = 5, r, = 3 gegeben 
sind, sind die gemeinschaftlichen áusseren Tangenten gelegt: 
wie gross ist die Centrale, wenn diese Tangenten sich unter 
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dem Winkel æ= 20° schneiden? unter welchem Winkel schnei- 
den sich die gemeinschaftliehen inneren Tangenten? wie lang 
sind die äusseren (die inneren) Tangenten zwischen den Be- 
rührungspunkten? 

27. An zwei Kreise, deren Centrale c — 20 gegeben ist, 
sind die gemeinschaftlichen àusseren und inneren Tangenten ge- 
legt und bilden die ersteren mit einander den Winkel œ = 18°, 
die letzteren den Winkel f — 81°: wie gross sind die Radien 
der beiden Kreise? 

28. Wie hoch ist ein Berg, den man im flachen Lande 
100km weit sieht, wenn die Erde als eine Kugel mit dem 
Radius 6365,5km angenommen wird? 

29. (Anschl) Wie weit kann man von einem Berge aus 
sehen, dessen Hóhe 3000 m betragt? 

(Anschl) Wie hoch ist ein Berg, den man im flachen 
Lande von einer Hóhe von 2000m 200km weit sieht? 

31. In welcher geographischen Breite betrágt ein Grad des 
zugehórigen Parallelkreises bezüglich 100, 90, 80km, wenn die 
Erde éine Kugel ist und der Umfang des Aequators 40069km 
betragt? 

32. (Anschl) Wie lang ist ein Grad des Parallelkreises 
durch Berlin, wenn die geographische Breite dieses Ortes 
52° 30,3’ beträgt? 

33. (Anschl.) Die terrestrische Entfernung von London 
und Leipzig zu bestimmen, welchen Orten dieselbe geographische 
Breite 51* 26' zukommt, während ihre geographische Länge be- 
züglich 5° 34' und 30° 4' beträgt. 


b. Vierecke. 


34. Von einem Rechteck gegeben die Seiten a=4, 
b= 5: den Winkel der Diagonalen zu bestimmen. 

35. Von einem Rechteck gegeben eine Seite a und der 
Winkel der beiden Diagonalen «: die andere Seite und den In- 
halt zu bestimmen; a — 5, œ = 43" 21'. 

36. Von einem Rechteck gegeben die Diagonalen d und 
ihr Winkel æ: die Seiten und den Inhalt des Rechtecks zu be- 
stimmen; d= 1, «= 53°. 

37. Von einem Rechteck gegeben der Inhalt a? und der 
Winkel der Diagonalen œ: die Seiten zu bestimmen; a= 1; 


a = 66° 45’. 
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38. Ein Rechteck, von welchem die Långe der Diagonalen 
d und ihr Winkel æ gegeben sind, soll in ein zweites Rechteck 
verwandelt werden, dessen Diagonalen halb so gross sind, als d: 
welchen Winkel bilden die Diagonalen des zweiten Rechtecks? 
Gegeben «= 12^ 34,5'. Welchen Grenzwerth œ, darf œ nicht 
überschreiten? 


39. Die Seiten und Winkel eines Rhombus zu bestimmen, 
von welchem die beiden Diagonalen d und d, gegeben sind; 
d — 2,345, d, — 5,482. 

40. Von einem Rhombus gegeben die Seiten & und ein 
Winkel æ: den Inhalt zu bestimmen und anzugeben, für welchen 
Winkel œ, der Rhombus möglichst gross ist; a — 5, œ = 67° 8,9'. 


41. Von einem Rhombus gegeben der Inhalt a? und ein 
Winkel a: wie gross die Seiten und die Diagonalen? Gegeben 
ad e 2406/)0,8'. 

42. Einem Rhombus ist ein Rechteck in der Weise ein- 
geschrieben, dass die Seiten des Rechtecks den Diagonalen des 
Rhombus parallel sind. Die Seiten des Rechtecks zu bestimmen, 
wenn der Inhalt desselben gleich R und vom Rhombus die Seiten 


a und ein Winkel æ gegeben sind. Welches ist der grósste 
Werth für R? 


49. Einem Rechteck, von welchem die Seiten gleich a und b 
gegeben sind, ist ein Rhombus in der Weise eingeschrieben, dass 
die Diagonalen des letzteren mit den Seiten des ersteren den 
Winkel « bilden: den Inhalt des Rhombus zu bestimmen. Für 
welchen Werth «, von æ ist der Rhombus möglichst klein? 


44. Einem Quadrat mit der Seite a ist ein zweites in der 
Weise eingeschrieben, dass die Seiten des einen mit denen des 
anderen die Winkel æ bilden (bezüglich 90? — c): wie gross ist 
der Inhalt des eingeschriebenen Quadrates? Fur welchen Winkel 
&, ist das eingeschriebene Quadrat möglichst klein? 


45. Durch den Mittelpunkt eines Quadrates ist zwischen 
zwei Gegenseiten eine Linie von der Länge a gezogen, welche 
mit diesen Seiten den Winkel æ bildet: den Inhalt des Quadrates 
zu bestimmen und anzugeben, in welchem Verháltniss 4 : w durch 
die Linie a die Gegenseiten getheilt werden. 

46. Einem Quadrat mit der Seite a ist ein gleichseitiges 
Dreieck in der Weise eingezeichnet, dass beide Figuren einen 
Eckpunkt gemeinschaftlich haben: den Inhalt des Dreiecks zu 
bestimmen. 
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47. Von einem convexen Viereck, welches durch 
eine Diagonale c in zwei gleichschenklige Dreiecke 
mit den gleichen Seitenpaaren a und b, bezüglich mit den ein- 
eingeschlossenen Winkeln « und f, getheilt wird, während 
die zweite Diagonale d sein mag, sind gegeben die Seiten a und 
die Winkel « und f: den Inhalt zu bestimmen. 

48. (Anschl.) Den Inhalt zu bestimmen, wenn die Diagcnale 
c und die Winkel « und f gegeben sind: welches ist alslann 
der Ausdruck für die andere Diagonale? 

49. (Anschl.) Den Inhalt zu bestimmen, wenn die Diagcnale 
d und die Winkel « und f gegeben sind. 

50. Von einem Antiparallelogramm (gleichschenkligen 
Trapez) gegeben die parallelen Seiten a und b, (a >b), uni die 
Winkel an o gleich æ: die nicht parallelen Seiten und den Inhalt 
zu bestimmen. 

51. Gegeben der Inhalt eines Antiparallelogramms fl = 12 
und die parallelen Seiten a — 5, b — 3: den Winkel œ und die 
nicht parallelen Seiten c bestimmen. 

52. (Anschl.) Den Inhalt, die parallelen Seiten und die 
Winkel eines Antiparallelogramms zu bestimmen, wenn die Ab- 
schnitte der beiden Diagonalen d, und d,, sowie ihr Winkel y 
gegeben sind. 

53. Von einem Trapez mit zwei rechten Winkeln 
gegeben die parallelen Seiten o und b, wo «7b, und der 
Winkel « an a: den Inhalt zu bestimmen. 

54. Von einem Trapez, in welchem drei Seiten ein- 
ander gleich sind, gegeben die vierte Seite a und die ihr an- 
liegenden Winkel œ: die gleichen Seiten und den Inhalt zu 
bestimmen. 

55. (Anschl) Gegeben der Inhalt fl und die Winkel a: 
die Seiten zu bestimmen. 

56. Einem Halbkreise mit dem Radius c ist ein Trapez 
eingezeichnet, von welchem die Winkel am Durchmesser gleich 
« gegeben sind: die Seiten, die Diagonalen und den Inhalt zu 
bestimmen. 


c. Aufgaben aus der praktischen Geometrie. 


57. Die Höhe eines Thurmes zu bestimmen, dessen Spitze 
senkrecht über dem Fusspunkt Á liegt, wenn eine horizontale 
Standlinie AC gemessen werden kann und der Elevationswinkel y 
der Spitze in C. - 

a. Gegeben die Standlinie — 135,7m, y = 13? 5,1. 
b. 3 he == 105m, y = 39959 
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58. Wie Aufg. 51, jedoch ist die bis zum Fusse Á zu messende 
Standlinie AC gegen den Horizont unter dem Winkel d geneigt 
und zwar liege C hóher als Á. 

Gegeben a. AC — 187m, rss Lä, . d=11%25,6:. 

b. AC=144m, ses Jä A, 0 — 4? 14*. 

59. Wie Aufg. 58, jedoch liege der Standpunkt C tiefer 
als der Fuss A des Thurmes. 

Gegeben a. AC = 25m, y = 589 AN, 05 5^ 2T". 

b. AC = 129,4m, y — 28? 40, 02 DN, 

60. Von der Höhe A eines Leuchtthurmes beobachtet man 
ein Schiff C unter dem Depressionswinkel ð: welche Entfernung 
hat C vom Fuss des Thurmes und dem Beobachtungspunkte? 

Gegeben a. h = 32,1m, ð= 43,2. 

Y #99, 0-2—1*65' 

61. Man beobachtet von einem Punkte aus, der in der- 
selben Horizontalebene mit dem Fuss eines Berges und von 
diesem 2345 m entfernt liegt, eine auf dem Berge befindliche 
Spitze, welche 24m hoch ist, und findet den Elevationswinkel des 
höchsten Punktes derselben gleich 8° 7,6': welches ist die Höhe 
des Berges? 

62. Aus der Schattenlànge Í einer h Meter hohen Stange 
die Höhe der Sonne zu bestimmen. 

63. Welche Länge hat der Schatten eines 87m hohen 
Thurmes, wenn die Höhe der Sonne 65° 43,2’ beträgt? (Vergl. 
später angew. Trigon. $ 38). 


64. Die Flugbahn eines Geschosses werde als ein 
Kreisbogen angesehen. Gegeben die Wurfweite a = 400m und 
die Steigehóhe A — 20m: den Elevationswinkel œ und den Radius 
des Kreises zu bestimmen. 

65. (Anschl) Gegeben der Elevationswinkel œ= 4^ 56' 
und die Wurfweite — 456m: die Steigehohe A und den Radius 
der kreisformigen Flugbahn zu bestimmen. 

66. (Anschl.) Gegeben der Elevationswinkel œ — 5" und 
die Steigehóhe À — 50m: die Wurfweite und den Radius der 
Flugbahn zu bestimmen. 

67. (Anschl.) Die kreisfórmige Flugbahn soll durch die 
Punkte B und C gehen, deren horizontaler Abstand vom Geschütz 
bezüglich 300m und 320m und deren Hóhe über der Horizontal- 
ebene bezüglich 30m und 29m sein soll: den Elevationswinkel 
œ zu bestimmen. 
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68. (Anschl.) Ein Geschoss wird unter dem Elevations- 
winkel « geworfen und geht auf seiner Bahn durch den Punkt 
B, der in einer Hóhe von 16m und in dem horizontalen Abstand 
300m vom Geschutz liegt: wie gross ist die Wurfweite? 

Gegeben a = 6^". 


69. Unter welchem Sehwinkel erscheint eine Anhöhe A 
für einen Punkt der Horizontalebene, dessen Entfernung das 
5Ofache von h beträgt? 


10. (Anschl) Der Sehwinkel einer Anhöhe A betrage 45': 
das Wievielfache von A ist die Entfernung des Beobachtungs- 
punktes ? 


71. Unter welchem Sehwinkel æ erscheint eine Anhóhe von 
h Meter in der Entfernung a Meter von einem Punkte aus, der 
selbst A, Meter über der Horizontalebene gelegen ist? Für 
welchen Werth von A, wird der Sehwinkel möglichst gross? 
Numer. Beisp. 4 — 34, a — 567, h, —9. 

19. Welche Dicke muss eine Nadel besitzen, die bis zu 
einer Entfernung von 5m noch sichtbar sein soll, wenn man 40" 
als Grenze des Sehwinkels annimmt? 


19. (Anschl.) In welcher Entfernung vom Beobachter scheinen 
die Schienen einer Eisenbahn, welche eine Entfernung von 1,47 m 
haben, zusammenzulaufen ? 

74. Wie gross ist der wirkliche Durchmesser der Sonne, 
wenn ihr scheinbarer Durchmesser 32 Minuten und ihre Ent- 
fernung von der Erde 153 Million km betràgt? 

19. (Anschl.) Unter welchem Winkel erscheint für dieselbe An- 
nahme wie in Aufg. 74, vom Mittelpunkt der Sonne aus gesehen, der 
Halbmesser der Erde, wenn dieser gleich 6365,5km angenommen 
wird: d. h. wie gross ist die Horizontalparallaxe der Sonne? 

76. (Anschl) Die Horizontalparallaxe des Mondes zu be- 
stimmen, dessen mittlere Entfernung von der Erde das 59,965fache 
des Erdradius betràgt. 

17. (Anschl) Wie gross ist der scheinbare Durchmesser 
des Mondes, wenn sein wahrer Durchmesser 3481km beträgt? 

18. Der mittlere scheinbare Durchmesser des Mondes ist 
31' 5”, der Durchmesser eines Fünfpfennigstückes 1,85em: in 
welcher Entfernung vom Auge vermag das letztere den Mond 
noch zu bedecken? 
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19. Eine Eisenbahn soll in einem Kreisbogen aus der 
Richtung AB in die Richtung CD übergeführt werden: wie gross 
der Radius und der Bogen BC, wenn die Entfernung der Punkte 
B und C gleich 800m, Winkel (AB, CD) = 135° AN und der 
Winkel ABC = BCD gegeben ist. 


80. (Anschl.) Eine Eisenbahn verbindet in kreisfórmiger 
Curve vom Radius 1000m die um 800m von einander entfernten 
Punkte B und C zweier gradlinigen Strecken AB und CD: 
welchen Winkel bilden diese mit einander, und wie lang ist die 
Bahnstrecke (der Bogen) BC, wenn Winkel ABC — BCD? 


81. Eine Eisenbahn soll zwei parallele Strecken AB und 
CD vermittelst zweier Kreisbogen verbinden, von denen der eine 
AB in B, der andere CD in C berühren soll und die beide 
durch den Mittelpunkt .E der Verbindungsgeraden BC gehen 
sollen. Gegeben ABC = 165° und BC = 600m. Die Länge 
der Bahn BEC zu berechnen. 


82. Wie Aufg. 81; jedoch soll die Lage des Punktes E 
auf BC eine derartige sein, dass sich BE: EC — 2:3 verhält. 


B. Schiefwinklige Dreiecke. 


$18. Die Fundamentalaufgaben. 


Bezeichnet werden durch a, b, c die Seiten eines 
Dreiecks, durch œ, P, y die entsprechenden Gegenwinkel und 
weitere den Seiten zugehórige Stücke durch die betreffende 
Seite als Index. 


a. Gegeben eine Seite und zwei Winkel. 
1. Geg. a= 15, i01, fios o8". 
2 c—1005, | a=78"19', 54? 91: sk 
8. b—13,57, PB=13"57', y=57°13': dic 
4. MERA B=46%47,4', y=98"12,6': | fehlenden 
5 b—34,507,... 894^ 56,1, .a==16"54,3"; Seiten. 
6 a=34,567, B=34%56,7', a—=45"57,8': | 
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4. Von einem Dreieck gegeben eine Seite und die beiden 
anliegenden Winkel: den Inhalt zu berechnen, algebraisch und 
numerisch für die Werthe: 

e uso LR WE ue J Tat 
K =ð. "BÆÐI aD, y =69" 8. 
6 179694, He: 29081 y — 110? 29”. 


8. Von einem Dreieck gegeben die Höhe ha zur Seite a 
und die Winkel an derselben Seite: die Seite o zu bestimmen 
algebraisch und numerisch für die Werthe A, = 12, p= 4T 50,5', 
y — 53" 1,8'. (Vergl. $ 16, Aufg. 30). 


9. Von einem Parallelogramm gegeben eine Diagonale 
d und deren Winkel « und f mit den Seiten: die Seiten und den 
Inhalt zu berechnen. Geg. d = 11,237, œ = 19? 1', 8 = 42" 54'. 


10. Von einem Trapez gegeben die beiden parallelen 
Seiten a und b und die Winkel « und f an einer derselben: 
die nicht parallelen Seiten und den Inhalt zu berechnen, alge- 
braisch und numerisch für die Werthe: 

& ace 15, 5x owe "gi, xm AD". 
an. ae, b-5 ne=78, p= A. 


11. Von einem Trapez, in welchem die nicht parallelen 
Seiten c einander gleich sind (Antiparallelogramm), gegeben eine 
Diagonale d und die Winkel œ und P, welche sie an einem 
Endpunkt bezüglich mit einer der parallelen Seiten a und mit c 
bildet: die Seiten und den Inhalt algebraisch darzustellen. 


12. Von einem Viereck gegeben eine Diagonale d und die 
ihr anliegenden Winkel c, und œ, f, und ß,, wo œ, und ff, 
sowie «, und f, verschiedenen Dreiecken angehören: den Inhalt 
zu berechnen. 


Geg. d=5, a, =24'36', 1. =36"24', 8,—15" 55', 8, — 55%45". 
13. Ueber einer Linie von gegebener Lánge d ist ein 
gleichseitiges Dreieck unter der Bedingung construirt, dass durch 


d ein Winkel des Dreiecks im Verháltniss von 2:3 getheilt wird: 
die Seiten und den Inhalt des Dreiecks zu bestimmen. 


14. In dem regelmässigen Vieleck ABCD . . . sind die 
beiden Diagonalen AD und BD gezogen: die Seiten und den 
Inhalt zu bestimmen, wenn ausser der Seitenanzahl » gegeben ist: 


a. die Diagonale BD — d,. b. die Diagonale 4D = d,. 
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b. Gegeben zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen. 


15. Gegeben a = 24, c — 13, wett”. 

16. ee TI Rd. Gesucht 
17, ah orig LE rn 16 #2" A die 
18. Si d == 39, b — 21,625, „= 18? 19,3'. ( fehlenden 
19. 24 a = 29, b — 34, ese 09 90. | Stücke. 
20. ` b=19, c= 18, y == 15? 49", 


21. Von einem Dreieck gegeben zwei Seiten a und b und 
der Gegenwinkel der einen «: die Bedingungen darzustellen, 
unter welchen die Aufgabe nur eine einzige, keine oder zwei 
Lösungen gestattet. 


21a. Von einem Dreieck gegeben 
a= 195, 029929, Bam 109 Lë: 
um wieviel unterscheiden sich ihrem Inhalte nach die beiden 
zugehórigen Dreiecke? 


22. Von dem Viereck ABCD gegeben die in einer Ecke 
zusammenstossenden Seiten und Diagonale und die beiden von 
der Diagonale nicht durchschnittenen Winkel: den Inhalt zu be- 
stimmen. (AB=2, AD=3, AC —4, ABC —110?, ADC —100?.) 


29. Von einem Dreieck gegeben eine Seite, ein anliegender 
Winkel und die Halbirungslinie des zweiten anliegenden 
Winkels bis zur Gegenseite: die fehlenden Stücke zu bestimmen. 


(a = 3, P = 85°, 1, = 4.) 


24. Von einem Dreieck gegeben zwei Mittellinien (Ver- 
bindungslinien der Eckpunkte mit den Mitten der Gegenseiten) 
und der Winkel, welchen eine derselben mit derjenigen Seite 
bildet, von deren Endpunkten aus die Mittellinien gezogen sind: 
diese Seite zu berechnen. (Determination). 

Gegeben m, = 2, m, = 8, < (mi, a) = 23° 32' — Bæ 


25. Von einem Parallelogramm gegeben eine Seite a, eine 
Diagonale d und der Winkel «, den diese Diagonale mit der 
Seite b bildet: diese Seite, die Winkel und den Inhalt des 
Parallelogramms zu berechnen. 


Gegeben a = 10,8, d — 12, « = 21? 14,4". 


26. Durch einen Punkt P im Innern eines Kreises mit 
dem Radius r= 2, der vom Mittelpunkt die Entfernung 1 hat, 
sind zwei Sehnen gelegt, welche einen Winkel von 56% 7,8' mit 
einander bilden und von denen die eine durch den Mittelpunkt 
des Kreises geht: wie gross die Abschnitte der anderen good 
(wie gross ist das aus ihnen gebildete Rechteck ?) 


r, 
"m ^ 
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27. Von einem Punkte P ausserhalb eines Kreises mit dem 
Radius 1, der vom Mittelpunkte die Entfernung 2 hat, sind zwei 
Secanten dureh den Kreis gelegt, welche einen Winkel von 
23° 45,6' mit einander bilden und von denen die eine durch den 
Mittelpunkt geht: wie gross sind die Abschnitte der anderen 
Secante (und ihr Produkt)? 


28. Durch einen Punkt P auf der Verlàngerung eines 
Kreisdurchmessers ist durch den Kreis eine Secante gelegt und 
deren Schnittpunkte mit dem Kreise, A und B, sind mit dem 
Mittelpunkte M verbunden: den Inhalt des Dreiecks AMB zu 
berechnen, wenn MP=c, der Radius r und der Winkel APM=ð 
gegeben sind. Für welchen Werth von ð wird dieses Dreieck 
moglichst gross? 


c. Gegeben die drei Seiten. 


29. Gegeben a = 1, b = B, c — 9. 

g a= 6, b —8, c — 10. 

» a= ý, b — 8, c — 11. 
30. 3 Ad b=4, Ld: 

» a= 6, b= 4, c = 3. 

JÁ gess 19, Arem Lä, e — 14. Gesucht 
91. de a=415,7, 050—385,  c=42,52. 

» a=567, b= 678, c="189. die 


„ 44-3456, b= 4567, ` c = 2345. 
32. „ a= \3, b=2, c= \5. Winkel. 
d a= V5, b — V6, c= yt. 
33. „ a= 5,001, b= 6,002, c= 1,008. 
„ 4-314938, b — 29,867, c — 40,005. 
„ a= 20,052, b = 25,166, c — 34,567. 


494. Gegeben die Seiten eines Dreiecks gleich 6, 7, 8: die 
Winkel zu bestimmen und den Umfang eines gleich grossen 
Kreises. 

35. Um wieviel ándert sich der grósste Winkel des Dreiecks 
mit den Seiten 5, 12, 18, jenachdem man die kleinste Seite um 
1 verkleinert oder vergrössert? (Vergl. Aufg. 29). 


36. Die Seiten eines Dreiecks verhalten sich wie 12:23:34: 
die Winkel zu bestimmen. 


37. (Anschl) Die Höhen eines Dreiecks ha, ho, h. sind 
gleich 3, 4, 5 gegeben: den grössten Winkel zu bestimmen. 

37a. (Anschl.) Welche Beziehung findet zwischen den Höhen 
eines Dreiecks statt, wenn der Winkel y ein rechter sein soll? 
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— 


38. Die Halbirungslinien AA, und BB, zweier Winkel des 
Dreiecks ABC theilen die Gegenseiten in gegebenem Verhältniss, 
nämlich BA, :A,C=4,:4, und CB,: B,A=u, "Her den 
Winkel C des Dreiecks zu bestimmen. 

39. Von einem Parallelogramm sind die Seiten und 
eine Diagonale gegeben: die Winkel und den Inhalt des Paral- 
lelogramms zu bestimmen. 

40. Die Winkel und den Inhalt eines Trapezes zu 
berechnen, von dem die vier Seiten gegeben sind. Gegeben 
die parallelen Seiten a — 16, b=10 und die nicht parallelen 
ce Be). 

. 41. Die Winkel eines Vierecks zu berechnen, von welchem 
die vier Seiten und eine Diagonale gegeben sind.  Gegeben 
AB —12, BC —14, CD —16, DA=18, AC— 13. 

` 49. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, welches von 
den Seiten des demselben Kreise eingeschriebenen regelmássigen 
Fünfecks, Sechsecks, Zehnecks gebildet wird. 

43. Von einem Dreieck gegeben die drei Mittellinien Ma, 
My, m,: die Seiten und Winkel des Dreiecks zu berechnen. 


d. Gegeben zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel. 


44. Gegeben a = 11, b= 12, y 59147. 
a — 566, c — 384, B — 48° 36'. 
45. a — 12,34, bes 49:91, y 340 12*. 
e 4,567; b = 3,456, oi 2569. 8 al 
46. b= V5, c = y8, a=850 53". 
a = 34,56, b — 45,61, pr 019 AN, 
41. a==.4,357, c = 2,468, BT, 
4,5 9,519, c — 1,2468, B = 91? 53 
48. a — 189, b = 114/75, y — 107° 48'. 


a = 123,79, b = 598,46, y — 41° 35,4". 
49. Von einem Dreieck gegeben zwei Seiten gleich 5 und 6 
und der eingeschlossene Winkel 55" 7,8': wie gross die dritte 
Seite und der über ihr liegende Bogen des umschriebenen Kreises? 
50. Von einem Dreieck gegeben ein Winkel « und die auf 
die einschliessenden Seiten gefällten Höhen A, und h: den In- 
halt und die dritte Seite a zu berechnen, algebraisch und nume- 
risch für die Werthe hy = 1, h= 2, « = 16? 54,3". 
91. Die Verbindungslinien der Fusspunkte der Hóhen eines 
Dreiecks darzustellen, wenn man die Seiten und Winkel des- 
selben als bekannt annimmt. 


Hermes, trigon. Aufgaben. 4 
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.59. Von einem Dreieck gegeben ein Winkel œ und die 
Verbindungslinien des Mittelpunktes des inneren Berührungs- 
kreises mit den Endpunkten der Gegenseite Í, und Í: die Seite 
a zu berechnen und den Radius des inneren Berührungskreises. 


53. Von einem Parallelogramm gegeben die Seiten und 
ein Winkel: die Diagonalen zu berechnen (und die Summe ihrer 
Quadrate): algebraisch und numerisch für die Werthe: a= 15, 
b — 26, y = 126° 52 2'. 


94. Von einem Parallelogramm gegeben die beiden 
Diagonalen d, und d, und der von ihnen eingeschlossene Winkel d: 
die Seiten, die Winkel und den Inhalt zu bestimmen. Gegeben 
d, — 5, d, =6, 0 — 419? 18. 


55. Von einem Antiparallelogramm gegeben zwei an- 
stossende Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel: die 
dritte Seite, die Diagonale und den Inhalt zu bestimmen. 


56. Von einem Trapez gegeben die beiden parallelen 
Seiten a und b, a >b, eine der nicht parallelen Seiten c und 
der von a und c eingeschlossene Winkel d: die vierte Seite, die 
Winkel und den Inhalt zu bestimmen. 

Gegeben à — 11,5, b — 8,9, c — 4, dree 89". 


57. Von einem Vierseitim Kreise gegeben zwei Seiten a 
und b und die Winkel y, und y,, welche a und b bezüglich mit 
der dureh ihren gemeinschaftlichen Eckpunkt gehenden Diagonale 
bilden, die Diagonalen und den Inhalt zu bestimmen. 


98. Von einem Vierseit im Kreise gegeben zwei Seiten 
a und b, der eingeschlossene Winkel y und die anliegenden 
Winkel als rechte Winkel: die beiden fehlenden Seiten und 
den Inhalt zu bestimmen, algebraisch und numerisch für die Werthe 


a= 3, b — 5, y = 53? 19". 


e. Vermischte Aufgaben. 


59. In dem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC ist der 
Eckpunkt Á mit dem Punkte Á, der Gegenkathete verbunden, 
so dass BA,: 4,C = A: u: wie gross die Theile des Winkels 
A, wenn derselbe gleich æ gegeben ist, algebraisch und numerisch 

für die Werthe « — 70^, 4:54 —2:1? 


60. Von einem rechtwinkligen Dreieck gegeben ein. Winkel 
«= 789 46' und seine Halbirungslinie gleich 5: die Seiten und 
den Inhalt zu bestimmen. 
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61. In einem gleichschenkligen Dreieck ist der Winkel an 
der Spitze (== 47") in drei gleiche Theile getheilt, wie verhalten 
sich die Abschnitte der Basis zu einander? 


62. Der Centriwinkel (=64" 25,4") eines Kreises ist durch 
eine gerade Linie im Verhàltniss von 3: 4 getheilt: wie verhalten 
sich die Abschnitte der zugehórigen Sehne? 


63. Die Seite BC des Dreiecks ABC ist durch den Punkt 
A, so getheilt, dass sich BA, : 4,0 = 2:3 verhält: wie gross 
ist die Verbindungslinie AA,, wenn die Seiten a = 15, b = 31, 
c = 44 gegeben sind? 


64. Der Winkel A des Dreiecks ABC ist durch die Linie 
AA, so getheilt, dass sich BAA, : CAA = 2:3 verhält: wie 
gross ist die Linie 44,, wenn die Seiten u= 15, b = 31, c—44 
gegeben sind? 


65. Von einem Dreieck gegeben zwei Seiten b, c und der 
eingeschlossene Winkel æ: welches ist der Ausdruck für die Mittel- 
linie zur Seite a? 


66. (Anschl) Unter gleicher Voraussetzung wie in Aufg. 65 
die Linie 44, darzustellen, welehe die Seite BC so theilt, dass 
sich BA,: A,C = å: u verhält. 


67. Den Inhalt eines Vierecks darzustellen, von 
welehem die beiden Diagonalen e und f und ihr biet 0 ge- 
geben sind. 


68. Mit der Seite AB des Dreiecks ABC als Radius wird 
um Á ein Kreis beschrieben, welcher die Seite BC im Punkte 4, 
durchschneidet: wie gross sind die Abschnitte von BC? Gegeben 
a=86, Di OT. e 1). 


69. Um die Punkte Á und B, deren Entfernung c == 40,8 
beträgt, als Mittelpunkte sind Kreise beschrieben, bezüglich mit 
den Halbmessern 40,1 und 4,1: unter welchem Winkel schneiden 
Sich die beiden Kreise, und wie gross ist das beiden gemein- 
schaftliche Segment? 


40. Eine Secante wird von einer Tangente unter dem 
Winkel æ so geschnitten, dass ihr áusserer Abschnitt gleich b, 
der innere Abschnitt gleich c wird: wie gross der Radius des 
Kreises? Gegeben a. b=5, | c—1, a — 101? 37'. 

dh. Ae 5,10, er 60,525, a = DÄI 31,3. 


71. Die Peripherie eines Kreises, dessen Radius r (= 1) 
gegeben ist, ist durch die Punkte A, B, C in drei Theile getheilt, 


4* 
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so dass die Bogen AB: BC: CA— 11:12:18: wie gross ist 
das Dreieck ABC und das durch die Tangenten in A, B, C 
begrenzte Dreieck 44, DB, C,? 


72. Von einem Viereck im Kreise sind zwei anstossende 
Seiten und die Winkel gegeben: die fehlenden Seiten und den 
Inhalt zu bestimmen. Gegeben a= 18, b= 14, y = 67° 22,8', 
œ= 1009. (Vergl. Aufg. 58.) 


13. Von einem Viereck gegeben die vier Seiten und ein 
Winkel: den gegenüberliegenden Winkel zu berechnen. 

Gegeben a — 3,38, 0 — 10,518, c — 15,7, d = 28,106 

£ (ab) e i = 131^. 

74 — 76. Im Viereck ABCD seien bezeichnet die Seiten 
AB — a, BC —b, CD —c, DA —d, die Diagonalen AC = e, 
BD == E die Winkel ABC = fl, BOD = y, “ABD: e 4 
CRD BA = ACIDOS a, 

74. Gegeben a, b, c, B, y: gesucht die Tangenten der 
Winkel B, Ba, Yp Ya. | 

75. Gegeben a, c, e, Gu y,: gesucht f. 

76. Gegeben e, f, a, CAB — a,, B,: gesucht der Aus- 
druck für die Gegenseite c von a. 


§ 19. Unmittelbare Anwendung der Fundamentalaufgaben 
vom schiefwinkligen Dreieck. 


a. Dreiecksaufgaben. 


Bezeichnet werden im Folgenden die Seiten des Dreiecks 
ABC durch a, b, c, entsprechend den gegenüberliegenden Ecken 
A, B, C, die ihnen zugehörigen Höhen durch A,, a, he, die 
Mittellinien durch Ma, m, Me, die Halbirungslinien der Innen- 
winkel durch f£,, /; £, der Radius des umschriebenen Kreises 
durch r, der des inneren Berührungskreises durch o im 
Uebrigen wie in $ 18. 


1. Von einem Dreieck gegeben zwei Winkel und ein unterer 
Höhenabschnitt, (zwischen Höhenscbnittpunkt und Seite), nämlich 
Bike, sl 919), PES: 
b. k,— 24,36, 8 — 24° 36', y — 36° 24': 
gesucht die Seiten des Dreiecks. 


2. Gegeben die Halbirungslinie eines Winkels und die 
beiden anderen Winkel: die Seiten und den Inhalt berechnen. 
1,99) B—ER 6,97, y = 549 832,1". 
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3. Gegeben der Radius des umschriebenen Kreises und 
zwei Winkel: die Seiten zu bestimmen. 
a. r— 12, a — 780, 8 —— 657. 
b. r=, na = N A 44 4t. 


4. Gegeben der Radius dés inneren Berührungskreises und 
zwei Winkel: die Seiten zu bestimmen. 
a. 92:5, — 16" 191, 92991 
b. e=5, = 585 44', 8 — 46" 98". 


5. Gegeben eine Seite, die zugehórige Mittellinie und der 
Winkel beider, gesucht die Seiten. 
Gegeben a = 12, m, — 3,4, 0 — 56? 7,8'. 


6. Von einem Dreieck gegeben zwei Hóhen und der von 
ihnen eingeschlossene Winkel: den Inhalt zu bestimmen. 
Gegeben A,-— 7, he — 8, 0 — 145? 33'. ($ 18, Aufg. 50.) 


7. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, von welchem 
eine Seite (a) und die Halbirunglinien der ihr anliegenden Winkel 
bis zu ihrem Schnittpunkte (e und f) gegeben sind, 

Gegeben a. a4— 1, e—4, f —4,5. 

bs ac 15, 4==81f 9. 


8. Gegeben zwei Seiten eines Dreiecks und die Hóhe auf 
die dritte Seite: diese, die Winkel und den Inhalt zu bestimmen. 
Gegeben b = 40,1, c — 4,1, ha = 4. 


9. Gegeben die Halbirungslinien zweier Winkel éines Dreiecks 
bis zu ihrer Durchschneidung (3,2 und 4,8) und der Radius des 
inneren Berührungskreises (1,7): die Seiten, die Winkel und den 
Inhalt zu bestimmen. 


10. Gegeben eine Seite eines Dreiecks und die Hóhen auf 
die beiden anderen Seiten: Winkel, Seiten und Inhalt zu be- 
stimmen. Gegeben a — 25, h, = 24, h, = 20. 

11. Von einem Dreieck gegeben ein Winkel (110? 36,6”) 
und die bgiden ihn in drei gleiche Stücke theilenden Linien 
(5 und 4): die Seiten, die Winkel und den Inhalt zu bestimmen. 

12. Gegeben die Mittellinie und die Höhe auf eine Seite 
eines Dreiecks und die grosste der beiden anderen Seiten: die 
fehlenden Seiten, die Winkel und den Inhalt zu bestimmen. 

Gegeben a — 18, A; = 15, m, — 11. 

13. (Ansehl. Wie gross ist der Inhalt des umschriebenen 
Kreises und der des inneren Berührungskreises? 
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14. Von einem Dreieck gegeben die Mittellinie und die 
Hóhe auf eine Seite und der grösste ihr anliegende Winkel: 
den Radius des umschriebenen Kreises zu bestimmen. 


Gegeben u — 1, m = 9, y = DÉI 19'. 


15. Gegeben die Halbirungslinie eines Winkels eines Dreiecks 
(6,5), die Höhe auf die Gegenseite (6,3) und der kleinste der 
dieser anliegenden Winkel (32° 30: die Seiten und Winkel zu 
bestimmen. 


16. Von einem Dreieck gegeben die Halbirungslinie eines 
Winkels (10,1), die Hóhe auf die Gegenseite (9) und die kleinste 
der beiden anderen Seiten (10); die Seiten und Winkel zu be- 
stimmen. 


17. Von einem Punkte D ausserhalb einer geraden Linie sind 
nach drei Punkten derselben 4, B, C gerade Linien gezogen, 
welche mit ihr gegebene Winkel bilden (DAB =a = 570 18', 
DBC=8=68" 19, BCD=y=100%45, dë DC zu berechnen, 
wenn AB — c gegeben ist. 


18. Der Eckpunkt Á des Dreiecks ABC ist mit dem 
Punkte D der Gegenseite verbunden, so dass AD = d = 14,23 
A ADC = ð = 61° 0,9': die Gegenseite a zu berechnen, wenn 
b= 19,87 und c — 15 gegeben sind. 


b. Vierecksaufgaben. 


19. Von einem Trapez gegeben eine der parallelen Seiten 
(b — 6), die beiden nicht parallelen Seiten (c= 8, d = 7) und 
der von der letzteren und der zweiten nicht parallelen Seite 
eingeschlossene Winkel (8 — 65% 43,2’): die fehlenden Stücke, 
den Inhalt mit eingeschlossen, zu bestimmen. 


20. Von einem Trapez gegeben die beiden parallelen 
Seiten a = 12, b — 1, eine der nicht parallelen c=3 und der 
Winkel (a, d) = 15? 48': die fehlenden Stücke zu bestimmen. 


21. Von einem Trapez gegeben die beiden nicht parallelen 
Seiten c = 3,7, d —2,6 und der Winkel, den sie verlängert 
bilden, gleich 189 55,5', ferner die Mittellinie (Verbindungslinie 
der Mittelpunkte der nicht parallelen Seiten) gleich 4. 


22. Von einem Trapez gegeben die Hóhe h= 12, die 
Mittellinie (Aufg. 21) — 24 und die Winkel an einer der paral- 
lelen Seiten = 67° 22,8' und 53? 1,8': die Seiten und den Inhalt 
zu bestimmen. 
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23. Von einem Trapez gegeben eine Diagonale gleich e, 
die Winkel, welche sie mit den parallelen Seiten bildet, = æ 
und die parallelen Seiten selbst =a und b: die andere Diagonale 
zu berechnen, 4 = 8,6, 05 — 1,7, e= 5,1, « — 59? 51,8'. 


24. Von einem Viereck im Kreise gegeben die vier 
auf einander folgenden Seiten a, b, c, d: die Winkel und den 
Inhalt zu bestimmen. (Vergl. Aufg. 40.) 

Gegeben A: a=3,: b=4, ch, d— 6. 

a =10; HELIO 


25. Von einem Viereck im Kreise gegeben zwei Gegen- 
seiten & — 5, c = 3 und die beiden Diagonalen e = 6, f — T: 
die fehlenden Seiten, die Winkel und den Inhalt zu bestimmen. 


26. Von einem Viereck im Kreise gegeben zwei Gegen- 
seiten á und c und die Winkel ð und s, welche dieselben mit 
den Diagonalen bilden: das Verhàltniss der beiden Diagonalen 
zu bestimmen. 


27. Von einem Viereck gegeben zwei Gegensei%üi a = 37, 
€ — 13 und die Winkel, (a, b) === 1079 56,1, (b, c) = f = 
= 67° 23,8”, (c, d) = y = 165" 45': die Seiten und den Inhalt 


zu bestimmen. 


28. Von einem Viereck gegeben drei Seiten und zwei 
Gegenwinkel: die vierte Seite, die fehlenden Winkel und den 
Inhalt zu bestimmen. Gegeben a — 30, b= 13, c= 15, 
4 (a, 0) = 112" 37,2", 1 (c, d) — 53^ 1,8'. 


29. Von einem Viereck gegeben drei Seiten und die beiden 
der in ihrer Aufeinanderfolge ersten von ihnen anliegenden 
Winkel: a = 20, b=23, c = 29, (a, d) = 1499 51,8; 
(a, b)— 46? 23,8': Forderung wie in Aufg. 28. 


90. (Zum Anschluss) Von einem Fünfeck gegeben vier 
Seiten a = 1, b= 2, c = 3, d — 4 und die von ihnen ein- 
geschlossenen Winkel (a,b) = «—:85"16,5', (b, c) = 8 —132?9,8', 
(c, d) = y= 150° 17,6': die fünfte Seite e und den Inhalt zu 
berechnen. 


c. Figuren im und am Kreise. 


31. Einem Kreise mit dem Radius r — 3 ist ein Dreieck 
eingezeichnet mit den Seiten 4 und 5: wie gross sind die dritte 
Seite, die ihr anliegenden Winkel und der Inhalt des Dreiecks? 

b. Gegeben r= 7, b — 11,312, c = 13,792. 
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32. Einem Kreise mit dem Radius r ist ein Dreieck ein- 
geschrieben, von welchem eine Seite und ein ihr anliegender 
Winkel gegeben sind: die fehlenden Seiten und Winkel und den 
Inhalt zu bestimmen. 

Geb A. FI a F lÐ Mes 750. 

by 22199, L 39,83, = 260 23,9". 


33. Von einem Dreieck gegeben eine Seite und die beiden 
anliegenden Winkel: um wieviel ist der Inhalt desselben kleiner 
als der des umschriebenen Kreises? 

Gegeben a = 2,295, 8 — 64° 51,7’, y — 67° 22,8'. 

34. Einem Kreise mit dem Radius o ist ein Dreieck um- 
geschrieben, von welchem eine Seite c und ein ihr anliegender 
Winkel œ gegeben sind: den anderen anliegenden Winkel f zu 

Gegeben 055, G= 19,0 = 59?. 


1 


Von ei Punkte angserhalb eines Kreises sind unter dem 


Winkei «= 
ausserer Abschnitt b = — 


94. Wie Aufg. 36; jedoch ist statt ihres aus: 
die ganze Secante gleich 7,5 gegeben, œ = 30? 8,2, e = 2,9. 


b 
Sei ; i + 
neente c= 15 und í á Secante, deren 


38. Durch einen Kreis sind von einem Punkte ausserhalb 
unter dem Winkel æ — 9° 31,6' zwei Secanten von der Länge 
15 und 14,5 gezogen und zwar so, dass der àussere Abschnitt 
der ersteren gleich 13,6 ist: den Radius des Kreises zu be- 
rechnen. 


39. Zwei Sehnen schneiden sich innerhalb eines Kreises 
unter dem Winkel 60, so dass die Abschnitte der einen gleich 
2 und 3 sind und der eine Abschnitt der andern gleich 1: wie 
gross ist der Radius des Kreises? 


40. Von einem Viereck im Kreise gegeben die vier 
Seiten a, b, c, d: den Radius des umschriebenen Kreises zu 
bestimmen. (Vergl. Aufg. 24.) 

Gegeben a = 12, b —— 18, e — 14, d = 15. 

41. Dem Viereck im Kreise, dessen auf einander folgende 
Seiten gleich 6, 5, 8, 9 gegeben sind, làsst sich zugleich ein 
Kreis einschreiben: wie gross sind der Inhalt des Vierecks, der 
des um- und der des eingeschriebenen Kreises? 
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42. Die den auf einander folgenden Seiten a, 5, c, d eines 
Vierecks im Kreise zugehórigen Centriwinkel seien bezüglich 
Ze, 28, 2y, 20 gegeben: den Radius des Kreises, die übrigen 
Seiten und den Inhalt des Vierecks zu bestimmen, wenn die 
Seite a gegeben ist. (s. $ 29, Aufg. 23.) 


49. Drei Kreise, deren Radien gleich 3, 4, 5 gegeben sind, 
berühren sich zu zwei von Aussen: den Inhalt zu berechnen des 
durch die Kreisbogen begrenzten dreieckigen Flächenstückes. 


44. Zwei Kreise mit den Radien 1 und 2, welche sich von 
Aussen berühren, werden von einem dritten mit dem Radius 4 
umhullt: wie gross ist das durch die drei kleinsten Bogen der 
drei Kreise begrenzte Flächenstück ? 


45. Einem Winkel œ — 24° 6,8' sind zwei Kreise einge- 
schrieben mit den Radien o— und o,— 12: wie gross ist die 
Centrale und die gemeinschaftliche innere Tangente der Kreise? 


46. Einem Kreisausschnitt mit dem Radius r — 5 und dem 
Centriwinkel œ = 7° 8,9' ist ein Kreis eingezeichnet: wie gross 
ist der Radius desselben? 


47. (Anschl.) Die analoge Aufgabe, nur soll an Stelle eines 
einzigen eingezeichneten Kreises eine ganze Reihe von Kreisen 
treten, welche sich auf einander folgend und die Radien des 
gegebenen Ausschnittes berühren: die Summe von 10 dieser 
Kreise und aller Kreise zu bestimmen. 


48. Die Radien r eines Kreisausschnittes mit dem Centri- 
winkel 2y sind über die Peripherie hinaus verlängert und der 
Kreis gezeichnet, welcher diese Verlàngerungen und den Kreis 
von Aussen berührt: den Radius dieses Kreises zu berechnen. 


d. Aufgaben aus der praktischen Geometrie, 


49. Die Hóhe eines Thurmes AB zu bestimmen, wenn die 
Standlinie AC=d unter dem Winkel ð gegen den Horizont 
geneigt ist und C hóher als der Fusspunkt A liegt. Gegeben 
d — 183m, der Elevationswinkel der Spitze y — 12? 54', 0—11^22'. 


90. (Anschl) Wie Aufg. 49; jedoch soll der Punkt C 
tiefer als der Fuss Á des Thurmes liegen. 
Gegeben d= 38,2m, y = 65” 42,8', ð = 11" 34,5'. 


51. Die Hóhe eines Thurmes zu bestimmen, dessen Spitze B 
senkrecht über dem Fusse A liegt, wenn die Standlinie CD = d 
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horizontal und in derselben Vertikalebene mit AB angenommen 

werden kann, aber nicht bis zum Fusse reicht. 

Gegeb.: a. d — 42,8m, y — 12? 18', 0 — 14? 7,5'. | y = BCA, 
b.d=17m, y-54"17', 0 = 61? 34'. J O— BDA. 

52. (Anschl.) Die Standlinie CD— d liegt nur noch mit AB in 
derselben Vertikalebene und zwar C in derselben Horizontalebene 
mit dem Fusse Á. Gegeben d = 80m, Elevation der Spitze B. 
in C: y —84"25', in D; d= 18" A]', Elevation der Stand- 
linie d, DCA = s = 8955" 

58. (Anschl.) Die Station C befinde sich in der Höhe 
d=117m über der Horizontalebene des Fusses A: der De- 
pressionswinkel des Fusses A sei ð= 27° 26' und der der 
Spitze B des Thurmes e — 179 16". 

54. Die Entfernung der Spitzen Á und B zweier GES 
zu bestimmen, deren Erhebungen A und A, über der durch den 
Beobachtungspunkt C gelegten Eed Der man kennt, wenn 
man in C die Hóhenwinkel æ und f von Á und B beobachtet 
und die Punkte 4, B und C in derselben Vertikalebene liegen, 
und zwar C zwischen á und h, 

Gegeben h = 128m, h,=231m, «—=24"56', 8 = 12010. 

99. Die Erhebungen zweier Punkte Á und B über der 
Horizontalebene und ihre Entfernung zu bestimmen, wenn man 
in dieser zwischen Á und B und in derselben Vertikalebene mit AB 
die beiden Beobachtungspunkte C und D anzunehmen vermag. 

Gegeben CD = 45,63m, die Höhenwinkel von Á in C und 
D bezüglich 24" und 16? 18,4' und die Hóhenwinkel von Bin 
C und D bezüglich 14? und 22° 18,4". 

56. Die Hóhe AB zu bestimmen, wenn die Spitze B von 
den Endpunkten C und D der horizontalen, mit AB in der- 
selben Vertikalebene liegenden Standlinie d bezüglich unter den 
Elevationswinkeln y und ð, der Fusspunkt Á von C aus unter 
dem Elevationswinkel & erscheint: wie gross ist der Elevations- 
winkel Ø für den Punkt Á in D? 


57. Den Abstand zweier Punkte Á und B derselben Ebene 
(auf dem Felde) zu ermitteln, von denen nur der erstere zu- 
gànglich ist. Man misst die Entfernung eines seitwàrts gelegenen 
Punktes von A, AC=154,7m und die Winkel BAC=47958', 
BCA — 82? 2. 

58. Die Breite eines Flusses zu bestimmen, dessen Ufer 
únzugánglich, aber durch Punkte Á und B, nach denen 
hin man visiren kann, markirt sind. Man nimmt in der Ver- 
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làngerung von AB den Punkt C und seitwárts D an und misst 
CD=d=43,5m, ADC=J,=54" 12,3", BDC —0,—31?43,8', 
BCD = y =110". 


59. Um die Breite eines Flusses zu bestimmen, hat man 
parallel der Richtung desselben und in der Entfernung d vom 
diesseitigen Ufer die Standlinie AB=cC angenommen, von deren 
Endpunkten aus ein Punkt C auf dem entgegengesetzten Ufer 
beobachtet werden kann. 


Gegeben d= 12m, c=35m, CAB=46%8,2', CBA=64"2,8'". 


60. Die Entfernung zweier Punkte A und B zu bestimmen, 
welche für einander unzugänglich und unsichtbar sind, jedoch von 
einem seitwárts gelegenen Punkte C erreicht werden können. 


Gegeben AC — 400m, BC — 300m, ACB = 500. 


61. Die Entfernung zweier unzuginglichen, jedoch visirbaren 
Punkte A und B auf dem Felde zu bestimmen. Gemessen die 
Standlinie CD und die Winkel, unter denen Á und B von C und D 
aus erscheinen. 

Gegeben: a. CD = 300m, ACD = 90°, BCD = 44° 24', 

ADC Ann BDC = 120" 16'. 
b. CD = 84m, ACD = 59? 40', 
BOD —45?21,9', ADC —30? 12,2',, BBC — 12? 19,7". 


62. Wie Aufg. 61; jedoch sollen die Beobachtungspunkte 
C und B auf entgegengesetzten Seiten von AB liegen. 

Gegeben CD — 50m, ACD = 117952', BCD = 39 31, 
ADC — 52% A, BDC = 11. 


69. Die Entfernung zweier Punkte A und B zu bestimmen, 
welche für einander unzugánglich und unsichtbar sind, aber von 
zwei seitwärts gelegenen Stationen C und D erreicht werden 
können. 

Gemessen: a. CD = 80m, AD = 100m, AC = 60m, 

BC = 170m, BD = 150m. 
b. CD —51,2m, AD = 48,6m, AC = 21m, 
BC=51,2m, BD = 30,8m. 


64. Man kennt die Entfernung zweier unzugánglichen, je- 
doch visirbaren Punkte Á und B und die Winkel der Visirlinien 
nach ihnen hin von zwei seitwárts gelegenen Punkten C und D 
aus: die Entfernung dieser Punkte zu bestimmen. 

Gegeben AB=54,321m, BC D—59^13,2', ACD —40?41', 
ADO -—.12* 15", BDC = 88° 17,5% 
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65. Die Entfernung zweier Punkte Á und B zu bestimmen, 
für deren einen man die Entfernung nach dem seitwárts gelegenen 
Punkte C kennt, von dem aus jedoch der andere Punkt unsicht- 
bar ist. Gegeben AC=59,197m, CD—36m, ACD— 120? 191. 
ADC — 31? 48', CDB = 65? 29". 


66. Die gegenseitigen Entfernungen dreier Punkte 4, B, C 
zu bestimmen, wenn in der Verlàngerung CA über Á hinaus 
der Punkt D, in der Verlángerung von CB über B hinaus der 
Punkt E als Stationen gegeben sind, und zwar DE = 12,312, 
ADB —35*, BDE —54', AEB = 25", AED — 60". 


67. Von drei Punkten einer geraden Linie D, E, F, deren 
gegenseitige Entfernungen bekannt sind, beobachtet man drei 
Punkte der Ebene 4, B, C, deren Verbindungslinien verlüngert 
dureh D, E, F gehen: die gegenseitige Entfernung der Punkte 
A, B, C zu bestimmen. Es gehe BC durch D, CA durch E, 
AB durch F und sei gegeben DE=5, EF=7, BDE=0=25", 
CEF == 105%, AFD— 0 —35?. (s. $ 33, Aufg. 42.) 


e. Aufgaben über Projektionen. 


68. Die Projektionen einer begrenzten geraden Linie auf 
zwei einander senkrecht durchschneidende gerade Linien L, und 
L, sind gleich a, und a, gegeben: die Lánge a der Linie und 
ihre Winkel e, und œ, mit ZL, und L, zu bestimmen. 


69. (Anschl.) Man kennt die Projektionen der Seiten b 
und c des Dreiecks .ABC auf zwei einander senkrecht durch- 
schneidende Linien, bezüglich gleich b,, b, und c,, C»: den 
eingeschlossenen Winkel des Dreiecks zu bestimmen. 


40. Man kennt die Projektionen zweier Seiten eines gleich- 
seitigen Dreiecks auf eine gerade Linie L, wie gross sind die 
Seiten und ihre Winkel mit L? 


71. Gegeben die Projektionen zweier Seiten eines Quadrates 
auf eine gerade Linie L, gleich b und c, wie gross die Seiten 
und der Winkel der ersteren mit L? 


42. Gegeben die Projektionen zweier Seiten a und b eines 
Dreiecks auf eine gerade Linie L und deren Winkel mit E: 
die Lànge der dritten Seite und ihren Winkel mit L zu 
bestimmen. (Zwei Fälle). 

Gegeben die Projektionen a, =15, b,=12, (a, L)=24" 36', 
(b, L) = 36? 24'. 
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73. (Anschl.) a. Die Linie L, auf welche die Projektionen 
a, und b, der Seiten a und b des Dreiecks gebildet sind, sei 
die Halbirungslinie des Winkels y. b. Die Linie L sei die 
Halbirungslinie des Aussenwinkels von y: — Wie ist aus gu 
b, und y die Seite c zu bestimmen? 


74. Welche Beziehung findet zwischen den Seiten eines 
Dreiecks a, b, c und ihren Winkeln mit einer beliebigen Geraden 
L statt? 


75. Welches ist die Beziehung zwischen den Seiten a, b, 
€ . . n eines beliebigen n-Ecks und ihren Winkeln mit einer 
Geraden L? 


16. Der eine Schenkel AB des Winkels BAC ist auf den 
anderen AC durch das Loth BC =}, projicirt, ferner AC, auf 
AB durch das Loth C,B,—m,, dann wieder AB, auf AC durch 
das Loth B,C =l, AC, auf AB durch das Loth C,B,— m, 
u. s. w. Wie gross ist à. die Summe aller Lothe 7? b. aller 
Lothe m? €. aller Projektionen auf AC? d. aller Projektionen, 
AB mit eingeschlossen, auf AB? Gegeben AB =c=5, BAC— 
= «= 15? 26,4'. (Geometrische Darstellung der Resultate). 


77. Der Mittelpunkt M des regelmässigen n-Ecks ABCD . . 

. ist mit den Ecken verbunden und die Verbindungslinie MA 

durch das Loth 4B,=/, auf MB projicirt, ferner MB, auf MC 

durch das Loth B,C,=l,, MC, auf MD durch das Loth 

C,D,—l, u. s. w. Diese Lothe / und ihre Summe, sowie die 

Linien MA, MB,, MC, MD,,... und ihre Summe darzustellen, 
wenn n — 20 und MA — r gegeben sind? 


18. Die auf einander folgenden Seiten AB, BC, CD, ... 
des regelmässigen n-Ecks ABCD ... sind auf den Durchmesser 
AM projicirt, wie gross sind die Projektionen ÁB,, B,C,, C,D,, 

. . und die Projektionslothe BB,, CC,, DD,, ..., sowie deren 
Summe, wenn 4B =q und die zu den Seiten gehörigen halben 
Centriwinkel gleich y gegeben sind. 


79. (Anschl.) Wie Aufg. 78; jedoch sollen die sämmtlichen 
Seiten des Vielecks ABCD . . . auf die Seite AB selbst 
projicirt werden. 


80. Ueber dem Durchmesser eines Kreises sind gleiche 
Sehnen in einen Halbkreis eingetragen, so dass ein halbes 
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regelmássiges Vieleck entsteht, die Ecken desselben sind mit dem 
einen Endpunkte des Durchmessers verbunden und die Ver- 
bindungslinien auf den Durchmesser projicirt: wie gross sind diese 
Projektionen und ihre Summe? Gegeben der Radius r des 
Kreises und der zu einer jeden Sehne gehörige halbe. Centri- 


winkel y, wo gi eos und n = 2m ist. 


Entwickelungsaufgaben. 


Dreiecksaufgaben. 


§ 20. Auflösung von Dreiecken, zu deren Bestimmung zwei 
Winkel gegeben sind. 


(Vergl. $ 16, Aufg. 11 und 13, $ 19, Aufg. 1 — 5). 


a. Rechtwinklige Dreiecke. 


Aufg. 1 — 15. Von einem rechtwinkligen Dreieck gegeben 
die Winkel und 


1. Die Summe der beiden Katheten, a + b. 
a. Gegeben a + b= 19, «= 53° 49,5'. 
b. » FE 5 —10, « — 37° 48,5'. 

2. Die Differenz der beiden Katheten, a — b. 
a. Gegeben a — b — 1, a= 65* 43,2'. 
b. » Go Das Ba 28° 16". 
pg BEDV. UOTA 

9. Die Summe der Hypotenuse und einer Kathete, c + a. 

Gegeben c + a — 1, « — 15^ 31”. 

4. Die Differenz der Hypotenuse und einer Kathete, c — a. 
Gegeben c — a = 1, œ = 18^ 57". 

Der Umfang, a + b + c — 2s. 

a. Gegeben 2s = 17, a= 36’ 49'. 

b. » 05282 20,:4 = 687.25. 


GU 
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6. Der Ueberschuss der Summe der beiden Katheten über 
die Hypotenuse, a+ b —c—2 (s — c), die Hypotenuse zu be- 
stimmen. Gegeben 2 (s — c) —2, «= 34^ 19'. 


7. Der Ueberschuss der Hypotenuse über die Differenz der 
beiden Katheten, c — a + b= 2 (s — a), die Hypotenuse zu be- 
stimmen. Gegeben 2 (s — a) — 1,7, « = 11? 17. 


8. Die Differenz der Quadrate der beiden. Katheten, 
a? — b? = d?, die Hypotenuse zu bestimmen. 


Gegeben d? = 1,0305, «= 50° 30,1'. 


9. Die Summe der Hypotenuse und der doppelten zuge- 
hörigen Höhe, c + 2h — d, die Hypotenuse zu bestimmen. 


10. Die Summe einer Kathete und der Höhe auf die 
Hypotenuse a + h— d, die zweite Kathete b zu bestimmen. 


11. Die Differenz einer Kathete und der Höhe auf die 
Hypotenuse a — h — d, die zweite Kathete b zu bestimmen. 


12. Die Halbirungslinie des Winkels BAC, LG die Gegen- 
kathete & zu bestimmen. 


13. Die Halbirungslinie des rechten Winkels, Z., gesucht 
die drei Seiten. 


14. Gegeben ab — 2h* = d?, gesucht die Hypotenuse. 
15. Gegeben c? — 2ab = d?, gesucht die Hypotenuse. 


b. Schiefwinklige Dreiecke. 


16. Von einem schiefwinkligen Dreieck gegeben die Winkel 
und die Summe zweier Seiten, a+ 5. 
a. a+ b=1, Gs DÄI, 8 — 32* 17. 
b. a 4- 0— 12, « — 341; B — 43^ 11,6". 
17. Die Differenz zweier Seiten, a — b. 
a. a— b=], & — 45^ 94', 8 = 84? 45". 
b. a— 525,185, «= DÉI BÄI, Go 57.187177 
18. Der Umfang, 2s. 
8.25218, C=, B — 28° 39,4. 
h.¡28=21,87,:0:==92,11,3,:4=:50% DN, 
€. 28$ —23, — «—94"5', 8 — DI 8,9': gesucht der Inhalt. 
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19. Der Ueberschuss der Summe zweier Seiten über die 
dritte, a+ 5 — c—2 ( s— c). 

a. 2 (s — c) —1, «= 250, 8 — 120. 

b. 2 (s — c)=5, «= 60^, 8 = 11^ 49': gesucht der Inhalt. 

20. Gegeben c=2a+1, 8 = 76", y= 81? 40': die Seiten 
zu bestimmen. 

21. Gegeben 3a + 25 = 14, « — 22° 20', 8 — 49? 21,5': 
die Seiten zu bestimmen. 

22. Gegeben 2c =a +b + 84, œ = 68° 28', 8 — 51" 36': 
die Seiten zu bestimmen. 

23. a. Gegeben //— 100, a— 76?, B=54' 32,1': die 
Seite a zu bestimmen. 

b. Gegeben f/— 12, œ — DU, 8 = 40° 35,2': den Radius 
des inneren Berührungskreises zu bestimmen. 


24. Gegeben die Mittellinie auf die Seite a 
ma — 5, Ban 67, y— 54? 3.2. 


25. Gegeben die Summe zweier Höhen, A, bz 5, 
a=70% 8 = 80°: die dritte Seite c zu bestimmen. 


25a. Gegeben die Differenz zweier Höhen h, — h; = 5, 
B = 97°, y= 46": die dritte Seite a zu bestimmen. 


26. Gegeben das Produkt zweier Seiten ab=d*=1, «— 12^, 
B —21*: die drei Seiten zu bestimmen. 


27. Gegeben die Differenz der Quadrate zweier Seiten d": 
gesucht die dritte Seite c. 

98. Die Summe der Quadrate zweier Seiten ist um d? 
grósser als das Quadrat der dritten Seite: den Inhalt und die 


dritte Seite zu bestimmen. 
Gegeben b? + c? — a? = d*—12, «= 35? 17', 8 = 46° 38,5'. 


29. Gegeben die Differenz der durch die Hóhe auf die 
Seite a auf dieser bestimmten Abschnitte gleich d: die Seite a 
zu bestimmen. 


30. Gegeben die Summe der Projektionen der Seite a auf 
die beiden Seiten b und c gleich d: die Seite a zu bestimmen. 


91. Gegeben die Summe der Projektionen der Seiten b und c 
auf einander gleich d: die Seite a zu bestimmen. 
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S 21. Zusammenhang zwischen Bestimmungsstücken eines 
Dreieeks, von welchem die Winkel gegeben sind. 


1. Gegeben eine Seite a: darzustellen 
a. die drei Höhen ha, hy, ho; 
. den Radius des umschriebenen Kreises 7; 
die Radien der vier Berührangskreise O, Qa; Ob, Qc; 
. die oberen Höhenabschnitte k!,, kh, Kk! 
die unteren Höhenabschnitte kay kj, ko; 
den Inhalt fl; 
. den halben Umfang s; 
. die Seitenergänzungen $ — a, s — b, $— €; 
die Halbirungslinien der drei Winkel £,, £j, lo; 
. die Verbindungslinien der Fusspunkte der drei Höhen 
go Dig Es 
die Winkel des durch sie gebildeten Dreiecks æ,, By, Y, 
(Vergl. $ 26, Aufg. 24). 
2. Gegeben der Radius des umschriebenen Kreises 7: 
darzustellen: (Vergl. Aufg. 1). 
die Seite a, die Höhe ha, deren Abschnitte kia, ka, 
die Radien o und o,, den Inhalt f, den halben Um- 
fang s, die Seitenergánzung s — a. 


D 
ey 


SC Eemere mn > 


— 
D 


3. Gegeben der Radius des inneren Berührungs- 
kreises o: darzustellen b, A fl, s, s — b, Q». 


4. Gegeben der Radius des die Seite b von Aussen be- 
rührenden Berührungskreises 0,: darzustellen b und c, r, fl, s, 
s— a, $ — b, Q und Qc. 

9. Gegeben der Inhalt des Dreiecks fl: darzustellen 
€, T, Q, Qo, 8, 8— C. 

6. Gegeben der Umfang des Dreiecks 2$: darzustellen 
A, Y, 0, 05, fl, s — a. 

Y. Gegeben eine Seitenergünzung S— a: darzustellen 
a, b, r, 0, Qa; Qb; $, s— b, fl. : 

8. Gegeben eine Höhe hy: darzustellen a, c, fl, r, 0, 
Oas Oc) $, 8 — 4, $— c. 

9. Gegeben die Summe zweier Seiten b -- c: dar- 
zustellen a, b, r, b — e, s, u + ho. 


10. Gegeben die Differenz zweier Seiten 5 — c: 
darzustellen b + c, a, b, r. 


Hermes, trigon. Aufgaben. 5 
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11. Gegeben die Differenz der Quadrate zweier 
Seiten b? — c? — d?: darzustellen a, b +c, b — c, fl. 


` 12. Gegeben die Summe der Quadrate zweier 
Seiten Ai + c? = d?: darzustellen r. 


13. Gegeben der Ueberschuss der Summe der Qua- 
drate zweier Seiten über das Quadrat der dritten 
b? Lei — a? = d’: darzustellen fl und r. 


14. Gegeben die Halbirungslinie eines Dreiecks- 
winkels ła: darzustellen b, a, r, ha, Q. 


15. Gegeben die Summe zweier Höhen hh = d: 
darzustellen a, b + c, p — ho. 


16. Gegeben die Summe der reciproken Werthe 
; | 1 1 1 1 1 
zweier Seiten 7 + TT darzustellen T TUR RAMA 
17. Gegeben die Summe der Produkte zweier Seiten- 
paare ab + ac = d'r darzustellen a, b +c, ab — ac, ab, ac, 


b2 — ¿2 


18. Ve UM Summe der reciproken Werthe 


ee Hóhen += ki darzustellen Ra, b, 0, 0a 


e 
es iu gi 
e Qa 
19. Gegeben die Differenz der reciproken Werthe zweier 
1 1 1 1 


1 
Höhen — — — = —: darzustellen A, — — —. 
hy ho e S 0c 0» 


20. Gegeben die Summe der reciproken Werthe der drei 
^ 1 1 
Höhen T + I + K darzustellen a, $ — a, Q. 


21. Gegeben die Differenz der Quadrate der reciproken 
1 


1 1 
Werthe zweier Seiten 3i Ton darzustellen A, a, fl. 


29. Gegeben die Differenz der Quadrate der reciproken 


k 1 1 
Werthe zweier Hohen Tt darzustellen a und fl. 
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Gegeben die Winkel. 67 


Aufg. 23—35. Gegeben die Winkel æ, f, y eines 
Dreiecks, darzustellen: 

23. Das Verháltniss der Halbirungslinien der Innenwinkel 
zwischen Eckpunkt und Gegenseite. 


24. Das Verháltniss der Abschnitte der Halbirungslinien der 
Innenwinkel. 


25. Das Verháltniss der Seiten des Dreiecks, welches durch 
die Halbirungslinien der Aussenwinkel gebildet wird. 


26. (Ansehl.) Das Verháltniss der durch die Eckpunkte des 
gegebenen Dreiecks auf diesen Seiten bestimmten Abschnitte. 


21. Das Verháltniss der Seiten desjenigen Dreiecks, welches 
durch die Halbirungslinien zweier Innenwinkel und des dritten 
Aussenwinkels gebildet wird. 


28. (Anschl.) Das Verháltniss der durch die Eckpunkte des 
gegebenen Dreiecks auf diesen Seiten bestimmten Abschnitte. 


29. Das Verháltniss der Dreiecke, welche durch die Ver- 
bindungslinien der Schnittpunkte der Halbirungslinien der Innen- 
winkel mit den Gegenseiten vom gegebenen Dreieck abgeschnitten 
werden. 


30. Das Verháltniss der Radien der inneren und der 
äusseren Berührungskreise. 


31. Das Verhältniss der Abschnitte der drei Höhen. 


32. Das Verhältniss der Dreiecke, welche durch die oberen 
Höhenabschnitte und die Seiten gebildet werden. 


33. Der vom Eckpunkt A aus gezogene Radius des 
umschriebenen Kreises wird nöthigenfalls bis zur Gegenseite 
verlängert: wie verhalten sich die Abschnitte dieser Seite und 
wie der Radius zu dem Abschnitt zwischen Mittelpunkt und 
Gegenseite? 


34. Der Mittelpunkt des inneren Berührungskreises (eines 
der äusseren Berührungskreise) ist mit den Ecken des Dreiecks 
verbunden: wie verhalten sich die entstehenden Dreiecke? 


35. Wie verhalten sich die durch die Verbindungslinien der 
Ecken eines Dreiecks mit den Berührungspunkten des inneren 
Berührungskreises und der Seiten bis zu ihrer Durchschneidung 
entstehenden Dreiecke? h: 
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Cap. II. B. Schiefwinklige Dreiecke $ 22. 


§ 22. Construktion trigonometriseher Ausdriicke 


Bezeichnet sind durch a, b, c Linien von gegebener 

Lànge, durch «, 8, y Winkel von gegebener Grosse. 
a. Vermittelst des rechtwinkligen Dreiecks. 

1. Welche geometrische Bedeutung haben die trigono- 


metrischen Ausdrücke: 
æ= a sin 4, y = Q cos 4, 2=0tg e, U=actg a 


2, (Anschl) Ebenso die Ausdrücke 
a a 
= vi tec—a tg o?. 


sin & + cos 0% 


V= — == 
A cos æ ` 
3. (Anschl.) Zu construiren die Ausdrücke 
a a cos a 
tg æ 


æ= a sin æ’, y = a cos 0%, z = — — 
sin œ 


4. Zu construiren das Resultat der Summation der unend- 


lichen geometrischen Reihe 
in inf. (Vergl. $ 19, Aufg. 16). 


a -+ asin œ? -+ asinat + ... 
5. (Anschl.) Wie ist geometrisch die Summe darzustellen 

der geometrischen Reihe a + a cos « + a cos að -+ ... in inf.? 
6. (Ansehl) Ebenso der geometrischen. Reihe 

a — a cos œ + acoso? — . . . in inf. 


7. Geometrisch darzustellen die auf einanderfolgenden Glieder 


und die Summe der geometrischen Reihe 
a+ atga? -- atg e* 4- ...in inf, a < 45°. 

(Anschl. Ebenso der geometrischen Reihe 
in inf, æ > 45°. 


8. 
a--ectge?--aectga*-r- ... 
9. Graphische Darstellung der Summe der dreigliedrigen 


a 
z + a+ acos æ. 
a 


(Anschl) Ebenso fer finfglicdrigon nid 


Reihe 


10. 
3 xy sin € "Mat sin o aa sin it 


sin a? 
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Construktion trigonometrischer Ausdrücke. 69 


Aufg. 11 — 17. Einen Winkel zu construiren aus seinem 
Funktionalwerthe, nàmlich: 


LE sin ø =Ó cosy = -F> tg ze. 
a a a 
2 1 = po \ gin = — — | — — | — 
12. sin 7 =à j: sy = l — >, etgz lc. 
19. sin =r, cog} =>, ig A = 
2 2 2 
14. sin ø = 75, ctg y = 73, 008 2 = 1 — 53. 


15. sin xz = cosa, cos y = tg B, tg z — sin y. 

16. sin x= sin « » sin f, cos y = sin æ + cos B, tgz=cose-cosf. 
í sin « sin a cos & 

17. - sine = —— —, cos y = ——, tg2= —. 

sin P cos P 


sin P ` 
18. x=a cos @- cos B, y=a sin æ - cos B, z—a sin e » sin ff. 
a cos a 
cos B ` 


, Z= Q ctg. a - sin f. | 


19. r=acose- tg B, y =Q sin a » tg B, z= 


a ctg æ 


20. æ=actga-tg B, AA" éi 


b. Vermittelst des schiefwinkligen Dreiecks. 


Einen Winkel zu construiren aus seinem Funktionalwerth, 
nämlich: 


a si à cos a cos 

21. sinz— 2 z sin y = SE, cos .— SSF. 
22 — 25. Zu construiren: : 
99. JE a sin $ =. 4cosp oof (Vergl. 
: ana 5 — aha ^ o5 8B AMO, Ð 

"SE Gëss eet ind: noti RA fag stan Á 

sin a sin @ sin & 

wenn «+ f + y = 2R. 

Ba id any Bo Tarp MS OMM is Á 

sin a sin « sin « 


wenn e +f8+y=R. 


25. (Anschl.) Unter gleicher Bedingung zu construiren: 
a cos B - cosy > a cos B-siny A asin $-siny 
crar TEE, MU M m. E I RUD 


cos & cos CG cos & 
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70 Cap. TL. | B. Schiefwinklige Dreiecke. 88 22, 23. 


.26. (Anschl.) Welche Bedeutung im Dreieck ABC haben 
die Ausdrücke: 


a 
æ = Y = Q Cosa; z= a etg a? 
sin o 


27. Ebenso mp =a sina, y= ———, z = 4a tga? 


28. Zu construiren : 


| atg ER N | a etg 
LS aai; Ae , wy c5 — Km 


29. Darzustellen x= V a? + 0? +2ab + cos y. 

90. Zu construiren den Winkel aus dem Werthe des 
tn i Ree d RE, 

osinus: cos deen BY, 

31 — 37. Zu construiren den Winkel æ: 
31. sin x = sin « + sin fl. 32. Ebenso cosæ= sin «— sin P. 
33. cos æ — cos « + cos B. 94. tg s= tg -+ tg B. 
35. etg x = ctg a — etg B, wo 90? > B > a. 

2 sin æ * sin P 

35a. (Anschl.) tg = sin (æ — P) ` 


b sin y A 


36. tg u = a—bcoy 


38 — 43. Den Winkel æ geometrisch darzustellen, welcher 
entspricht der Gleichung: 
38. sin æ+ coosz==tga, «4 >45% 99. sin x — cos v = tg a. 
40. tg æ + etg x = ctg ð. 41. etg x — tg x = ctg ð. 
42. a sin æ + b cos æ = d. 43. a sin x — b cos æ = d. 

44 — 55. Die Winkel z und y zu construiren, welche 
bestimmt sind durch die Gleichungen: 
44. x+y=0d, sin v: sin y =a: 
45. v— y= Ò, sin æ: sin y= 4: 
46. «--y-—0, cos æ: cosy = a: 
41. c—y —0, cosg: cos y= a: 
48. zc--y—0, tgo:tg ya: 
49. z— y=ð, ctgo:ctgy—a: 


C E: E T o c 


www.rcin.org.pl 


Gegeben cine Seite und der Gegenwinkel, 71 


50. 2+y=0, «cos z + b cos y =d. 
51. a-yæð, asin æ + bsin y — d. 
52. -+y=0, acosa — b cos y =d. 
53. a+y=0, atg«--btg y — b tg 0. 
54. æ+y=d, tg c + tg y = 2. 

55. v—y=ð, ctg«-- ctg y = tg d: 


56. Construktion der Unbekannten aus den beiden Gleichungen: 
æ + sin (a + u) = a, ; 
RETTEN (Vergl. $ 11, Aufg. 65). 
(Anschl.) ` Ebenso aus den Gleichungen: 
æ + sin (a + u) =a, i 
58. Ebenso aus den Gleichungen: 
c -tg (e + u) = a, 
æ tg (B + u) =b. 
59. Den Winkel w zu construiren aus der Relation: 


(02 — c?) - sin æ 
Køks ` rt $ 


91. 


sin U= 
a 


60. Durch den Eckpunkt A des Dreiecks ABC eine gerade 
Linie zu ziehen, so dass durch die auf sie von den beiden anderen 
Eckpunkten gefállten Lothe BB, und CC, die gleichen Dreiecke 
ABB, und ACC, abgeschnitten werden. 


$23. Auflósung und Construktion von Dreiecken, von welchen 
eine Seite und die Summe oder Differenz der anliegenden 

| Winkel gegeben sind. 

Gegeben: 


1. a, a, b 4c. 
a. a=8,2, a — 85? 147, b4+ c=10,84. 
D..4 2 12,6, a == TD? 45',. AA e 19% 
2. a, B—y, b+c. 
a. a=7, b+c=15, B —y-—12?. 
b. a = 136, b F c= 110, 8 — y — 96? 44”. 
3. a, &, b — c. 
a. a=2,b—c=1, x=: 
bo a= bob —0c= H. Ó= DI, 
4. a, B — y, b —c. 
4.0925, b=c=3, B — y 3419. 


b. a=5,56,b=c=1,04, B —y — 6217". 
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10. 


11. 


Cap. II. Schiefwinklige Dreiecke. §§ 23, 24. 
Gegeben: 
a, æ oder B — y, 0b? — e?. 
a. des 10, «e = 1045,98, 0 — c? = 17. 
b. a= 7, Bäss, CT 03 —c4=8. 
a, œ oder B— y, ha. 
8 a=5, a = 46 ha — 4. (Determination.) 
Dd. a—=4 B —7—2121,6,, h =S. 
a, @ oder 8 — y, fl. 
A. 0554, as 14:10, f! — 24. 
b. a= 838, 8 — y = (811,2, fl = 456. 
a, 0, be. 
à = 9,094, bc = 12, a 25219581; 
a, æ oder B— y, P +c. 
a. a=4, a = 35°36' b + 2 = 56. 
hb. a=3, B—y—219215 0? et = 25. 
a, € oder B — y, u + h, = d. 
A, ad, a 58", d = 8. 
b. a=5, 8—y —487314', d=8. 
a, œ oder y — B, hp, — h, = d. 
a. a=8, 10 = 54?19', d = l, 
b: a= 5; y — B =809%85/', d'= 1. 
a, a, 5:6. 
ge Ah, a =408,6', b:c==2:3, 
a, e oder f — y, cos B : cos y =À: u. 
a, €, Q. 
a. a = T4, € — 53?1,8', o — 11. (Vgl. $ 36, Aufg. 17.) 
Y a == ME P= 2. 
a, €, Qa. (Vgl. $ 36, Aufg. 18.) 
a — 5,9, 04 — DI, 0, — 4. 
a, Q, Or, 
a=9,5, a =13%, 0) =5. 
A, a, Mar 
Gem 401, "e e 90701 ma == TB. 
a, a, tg B : tg y. 
a, B — y, ctg B: etg y. 
a, œ und die Summe d der Projektionen von 4 auf die 
Seiten b und c. 
a, B — y und die Differenz d? der Quadrate der Projektio- 


nen von a auf die Seiten b und c. 
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Gegeben eine Seite und der Gegenwinkel. 13 


Gegeben: 


22. a, œ und der Winkel ð, welchen die Mittellinie m, mit 
der Seite a bildet. 
23. a, a, t, (a = 5, «= 539, t, — 3). 
(Zum Anschluss.) Von den gegebenen Stücken a 
und « ist das eine durch r ersetzt. 
24. a, T, B. kE 
a. a=6 =), =S 9 
b. a—75945', r= 6,5, e geanoht q und Á. 
25. b+c, a, r oder r, 8 — y, b+c. 
b 24-0225, a =V 37,1", r — 50,5. 
26. b— c, r, œ oder r, 8— y, 5 — c. 
b—c=1, Yc5, 55549" 21". 
24. r, a, b> — c? oder r, 8 — y, V — e. 


Gegeben: 
28. r, e, hy + h. =d. 29. r, 8— y, h, — bes d. 
90, e a, ha. 91. », 0, f. 
Aen KR d 33. 7, % Q. 
Bé, fu de 35. r, a, a +b -Ec—2s. 


§ 24. Auflósung von Dreiecken, wenn unter den gegebenen 
Stücken ein Winkel oder die Differenz zweier Winkel vorkommt. 


(Vergl. $ 23). 


Gegeben: Gegeben: 
1. Ae B—y. $m Bel: f. 
8. ha, di c. 4. fl b:c=4:p, B — 
9. a+ b4+c=29s, b:c=4:p, a 
6. a, b +c, B. 
a= l, b4.c=38, B -——51? 9". 
4. a,b — c, B. 


a — 15,8, b — c = 3,875, 8 = 81? 14,8'. 
8. r, b+c, B oder r, b — c, B. 

9. Durch die Halbirungslinie des Winkels Á wird die 
Gegenseite BC in die Stücke CA =a, und BA,=a, getheilt: 
die Halbirungslinie AA, und die Winkel $ und y zu berechnen, 
wenn &, d, und a, gegeben sind. 

Gegeben: a. a, =5, 4,—:6, a —— 18? 9', 

a,=1, a. 2, & — 10^. 
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10. (Anschl.) Gegeben a,=5, a, = 6, y — 18? 9': die 
beiden anderen Winkel zu berechnen. : 

11. Durch die Halbirungslinie des Aussenwinkels Á wird 
die Gegenseite in die Stücke C4, — a, und BA, = a, getheilt: 
die Halbirungslinie AA, und die übrigen Winkel des Dreiecks 
zu berechnen, wenn @, a, und a, gegeben sind. 

Gegeben 4, = 5, a, =6, a = 18? 9". 

Gegeben: 

12. o, e, 6 + c. 

Q2, a == 659, b + c = 30,14. 
13. DÉI a, a — b. 
14. Q, a a +b+c= 25. 

0 = i a = 20%, s= 10,5. 


15. Gef 
Ké, duc TAS 
Gegeben: 
16. o, a, ha. 17. 0, ß, a 
0=4, B—104945,5, b=47,721. 
18. o, ß, a. 19. Pas 0,0 
20. 0, B, ha: 21. 0, y, a:b=4:p. 
22. 0, a, Oa- 23. 0, a, 0». 
24. 0), %, Be, 25. Qa, €, Or. 
26. 0a, B, r: 21. Qa, B, a + b + c = 25. 
28. o B, fl. m ut. a. 


b + c— 12, t„ = 24, a = 93°. 


30. Gegeben Gre œ und die Halbirungslinie des Aussen- 
winkels A, AA, = tu 


Gegeben: Gegeben: 
St, Ba hy, a. 32. b + C, h, o. 
33. b +c, ho, ye 34. b + c, h: Bn, cx. 


95. b— c, n + hao a. 36. a + b + e, ha, B. 
94. b +. c — a, ha, y. 

98. a und 10 — À: p. (a — 409, 4: — 4:95.) 
39. "a "und h:r 4: p. (a ='549% 4: p =4:5.) 
40. «+b + c, ha, a. Vedi 

41. a - 6 — c, ha, o. 42.-bc, ha, 
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Gegeben ein Winkel. 


~J 
or 


Gegeben: 
43.) ha=6, b 4- c— 14, «— 59? 29,4. 
44.) ha=5,b--c=1, «— 54? 32,1". 
40.) h 51; hh EA 1,06; a 
46.* h,=10, ho — h — 1, «= 50*. 
47.*) h. = 6, b — c = d —93,4811, 8 — y = 61? 40". 
48. a. a+ b4+c=2s=42, fl = 84, «= 569. 
b. 159, SB. as. 
49. b+c—a=2%(s— a), fl, a. 
50. b-Lc—d, fl, a. 
51. b—c=d, fl, a. 
2. Dd c =P b, 
99. ici ss di, fl, a. 
bi giel, 1/292, 21. 
04. a, V — e = d, B. 
a= 2; 0 — Ps p»g ex 50". 
50. a=2, 5? — 1, y = 409. 

56. Der Fusspunkt des vom Eckpunkt Á auf BC ge- 
fällten Lothes, A., sei A, und BA, =C,, CA, = b, gesetzt: das 
Dreieck ABC aufzulósen, wenn gegeben sind: 

bé AA 

94. (Anschl.) db, c, B — y. 
98. (Anschl.) ha, b,—c,=d, a. 
59. (Anschl) ha, b, — 21 =d, B—y. 

Gegeben: 
60. A, Ma, o. 

nel m, == >E Te = 419. 
61. ¿+ c=d, mi a. 
62. ab, ae, a. (Vergl. $ 27, Aufg. 21). 
63. a+b,c—b, B. 

ab = 3,284, c. — b — 1,111, 8 — 31? 45". 

64. Der Winkel A des Dreiecks ABC ist durch eine 
gerade Linie, welche die Gegenseite in die Stücke d und e 


theilt, in die entsprechenden Stücke d und s getheilt: das Dreieck 
aufzulösen. Gegeben d — 7, e —5, 0 —:52? 12', s — 21? 15". 


*) Quadratische Probleme. 
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8 25. Auflösung von Dreiecken, unter deren Bestimmungs- 
stücken sich kein Winkel befindet. 


Gegeben: Gegeben: 
Lob, b -E- c — d. 2. a, ho c —b —d. 
0295, h,—24, d 103. a=101, 4,—20, d—49. 
3. a, hp, + c?. 4. a, h, b?—.e?, 
9. a, hy, r. 6. a, A, 0. 
Jo a, hr, My. 8. a, he, My 
9. a, h, to. 10. a, ho, ty. 
LES) a, ha, Ma . 12. a, Aude 
$25, Kaes, c=543,21. 
E E 4 5. A 14. a, ha, e. 
í=. Bass HU, o1. 
15. a, ha, Qa- 16. a, ha, 0». 
17. a, ha, b +c. 18. a, ha, b — c. 
19. a, ha, P + œ. 20. a, ha, b?— c. 
Ee Sg PR 
22. a, b, ma. 23. b, c, Ma. 


bás 7 0 = 3, m, = 2,1. 
202.70: e P 
&. b=2, c=3 fum, 
b. b= 12, 0-211; 4, 5, 


25. b, c, Üa, wo fl, die Halbirungslinie ist des Nebenwinkels 
von Á bis zur Gegenseite. 


26. b, c, hi + he. Gegeben: 
21. b, €, h, — hp. 28. b, C, T. 


29. Gegeben die Seiten b und c und die Summe der Pro- 
jektionen der Seite a auf b und c gleich d. 


30. Gegeben b, c und die Differenz d der Projektionen b, 
und c, der Seiten b und c auf a. 


31. Gegeben b, c und das Verháltniss der Projektionen 
b, und c,. 


*) Die Stücke a und A, in den Aufgaben 11—21 können ersetzt werden 
durch a und fl oder durch À, und fl. 
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32. Gegeben b, c und das Verhältniss 4:j& der durch den 


verlängerten Radius AM des umschriebenen Kreises auf a be- 
stimmten Abschnitte. 


33. Gegeben b, c und das Verhältniss A: der durch 


den Berührungspunkt des inneren Berührungskreises auf der 


dri 


tten Seite bestimmten Abschnitte. 


34. Wie Aufgabe 33, jedoch soll das Verhältniss der 


durch den Berührungspunkt des der Seite a zukommenden 
äusseren Berührungskreises auf a bestimmten Abschnitte ge- 
geben sein. 


Gegeben: Gegeben: 
35. ho, A, b + c d*). 36. ho, A, 0 — Eis d, 
94. hi, hos fl. 38. hi, ho, 09? -- c? = d?, 
99. hh + h. = d, b + c =e, a. 40. he —h, = d, b — c= e, a. 
41. ha, ho + A, — d, b + c — e. 
42. a, Mi, Me 49. a, Ma, b H c — d. 
44. a, ma, b —c—d. 45. m, m, b? F c? = 
46. Mas ho, ho. 


AT, ha b -- e = d, r. 48**). ha, b — c =d, r. 
49**). h,, i 4 c? — d^, 7. 50. ha, b :0= A: p, r 


91. ha a + b + c= 2s, 0. 52. ha, bc — a= 2 (s— a), Qa. 
h,—2,4, $— 32, 0—2,25. 

53. a, b + c — d, q. 94. (Anschl.) a, b + c = d, fl. 

55. a, b — c =d, q. 56. a, b — c =d, ga. 

57. a, b + e d, Qb» 

58. a, 0, Qu. 59.09) &, ' 053, Oc 

60. Q, 0a, b + c — d. 61. Q Oc, b — c—d. 

62. 0; Obs Qc 63. Qa» On: Oc. 


0.=30, w= 1,3, 0.=48. 


*) Die Aufg. ha, hy, h, siehe $ 18 Aufg. 37. 


**) 47—49 Gemischt-quadratische Probleme. „gr IN 
***) Die Aufg. a, Q, Q und a, 0,, 0, siehe am Ende dieses Paragnapheh. | a 
«ET N u’ mS 
Ë e ap qa” 
G: M meta þa 
\ A pe 
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64. Gegeben die Summe zweier Seiten b+c=d und 
die durch die Halbirungslinie des eingeschlossenen Winkels auf 
der Gegenseite bestimmten Abschnitte CA, = a, und BA, = a,. 


65. (Anschl.) Gegeben: 4,, Ag, la, den Winkel ð zu 
bestimmen, welchen Í, mit a bildet. 


66. Wie Aufg. 65; jedoch sind gegeben: 
$, da ¡FER A 


Gegeben: Gegeben: 
67. a, b + c, ta. 68. a, b — c, t'a. (Aufg. 25). 
09. A, to 0:0 =Á p. TUS ah Be s 


71. (Anschl.) 0», Oc, la: 
22. a, 0, Ob» 13. a, Da» 0». 
44. r, o, b —c—d. 


Anm. Aufgaben, in denen das Verháltniss der drei Seiten eines 
Dreiecks und eine anderweitige Bestimmung, wie h, Í, m, r, @ 
oder eine beliebige Verbindung dieser Stücke gegeben sind, 
kommen auf solehe Aufgaben zurück, in denen die drei Winkel 
gegeben sind, d. h. welche bereits in den $8 20 und 21 be- 
handelt sind. 


§ 26. Bestimmung der Winkel eines Dreiecks aus Verhált- 
nissen in ihm enthaltener Linien oder Fláchenstiicke. 


a. Rechtwinklige Dreiecke. 


Aufg. 1 — 24. Die Winkel eines rechtwinkligen 
Dreiecks zu bestimmen, von welchem gegeben ist: 

1. Das Verháltniss ð des Lothes auf die Hypotenuse zu 
dieser. 

9. Das Verháltniss ð der Projektionen der Katheten auf 
die Hypotenuse. 

Das Verháltniss ð des Lothes auf die Hypotenuse zur 

Summe der beiden Katheten. 

4. Das Verháltniss ð des Lothes auf die Hypotenuse zur 
Differenz der beiden Katheten. 

5. Das Verháltniss ð des Lothes auf die Hypotenuse zum 
Umfange. 

6. Das Verhältniss > der Hypotenuse zur Summe der 
beiden Katheten. 
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7. Das Verhältniss x der Hypotenuse zur Differenz der 


beiden Katheten. 


8. Das Verhiltniss a einer Kathete zur Summe der Hy- 


ð 


potenuse und der anderen Kathete. 
Burn pe i 
9. Das Verháltniss -y einer Kathete zur Differenz der 
Hypotenuse und der anderen Kathete. 


10. Das Verhältniss Es der Hypotenuse zum Umfange. 
11. Das Verháltniss d der Hóhe auf die Hypotenuse zum 


Radius des inneren Berührungskreises. 


12. Das Verhältniss ð der Höhe auf die Hypotenuse zum 
Radius des die Hypotenuse von Aussen berührenden Berührungs- 
kreises. 


13. Das Verhàltniss ð der Differenz und der Summe der 
beiden Katheten. 


14. Das Verhältniss der Differenz der beiden Katheten 
zum Umfange. 

15. Das Verháltniss der Summen der Hypotenuse und je 
einer Kathete. 


16. Das Verháltniss der Ueberschüsse der Hypotenuse über 
je eine Kathete. 


17. Das Verháltniss ð der Summe der beiden Katheten 
zur Summe der Hypotenuse und der zugehórigen Hohe. 


18. Das Verháltniss ð der Differenz der beiden Katheten 
zur Summe der Hypotenuse und der zugehörigen Höhe. (4=0,6). 


19. Das Verháltniss ð einer Kathete zur Projektion der 
anderen Kathete auf die Hypotenuse. (ð = 1). 


20. Das Verháltniss ð der Halbirungslinie des rechten 
Winkels zur Hypotenuse. 


21. Das Verháltniss ð der Abschnitte der Halbirungslinie 
des rechten Winkels durch den Mittelpunkt M des inneren 
Berührungskreises. 


22.  (Anschl) Das Verháltniss ð der Abschnitte der 
Halbirungslinie eines spitzen Winkels durch M. 
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23. Das Verháltniss ð der Abschnitte der Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte des inneren und eines àusseren Berührungs- 
kreises durch die dazwischen liegende Seite. 

a. Wenn M, der Mittelpunkt des äusseren Berührungs- 
kreises der Hypotenuse ist. 

b. Wenn M, der Mittelpunkt des die Kathete a von 
Aussen berührenden Kreises ist. 

24. Das Verháltniss ð der Abschnitte der Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte zweier àusseren Berührungskreise durch 
den dazwischen liegenden Eckpunkt. 

a. Fur die beiden die Katheten von Aussen berührenden 
Kreise. 

b. Für die die Hypotenuse und die Kathete a von 
Aussen berührenden Kreise. 


25. Von einem Rechteck gegeben das Verháltniss ð der 
Seiten: den Winkel « der Diagonalen zu bestimmen. 

26. Von einem Rhombus gegeben das Verháltniss ð der 
beiden Diagonalen: die Winkel zu bestimmen. 

21. In einem Trapez sind drei Seiten einander gleich: 
die Winkel zu bestimmen, wenn die vierte Seite sich zur Summe 
der drei ersteren verhält wie Ó: 1. 

28. Wie Aufgabe 27, jedoch ist das Verháltniss ð der 
Diagonale zu den gleichen Seiten gegeben. 

29. Wie Aufg. 27, jedoch ist das Verháltniss ð der Diagonale 
zur ungleichen Seite gegeben. 

30. Wie Aufg. 27, jedoch ist das Verháltniss ð der Ab- 
schnitte der Diagonalen gegeben. 

91. Die Winkel eines gleichschenkligen Dreiecks zu be- 
stimmen, in welchem die Summe der Basis und der zugehórigen 
Höhe gleich ist der Summe der beiden gleichen Seiten. 

91a. Wie Aufg. 31, jedoch soll die Summe der Basis und 
Hohe sich zur Summe der beiden gleichen Seiten verhalten 
wie Ó : 1. 

32. In einem gleichschenkligen Dreieck sollen die Diffe- 
renzen jeder Seite und der zugehörigen Höhe einander gleich 
sein: die Winkel zu bestimmen. 

99. Den Winkel zu bestimmen an der Spitze eines gleich- 
schenkligen Dreiecks, wenn das Verháltniss der Hohenabschnitte 
gleich ð gegeben ist. 

a. Für die Höhe auf die Basis. 
b. Für die Hóhe auf einen Schenkel. 
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34. (Anschl.) Die Verháltnisse der Abschnitte der Hóhe 
auf die Basis und der Hóhe auf die Schenkel sollen einander 
gleich sein. 

35. Von einem Rhombus ist das Verháltniss d der Differenz 
der beiden Diagonalen zum Umfange gegeben: die Winkel zu 
bestimmen. 


b. Schiefwinklige Dreiecke. 


Aufgabe 36 — 62. Die Winkel eines Dreiecks zu 
bestimmen, von welchem gegeben sind: 

36. Die Verhältnisse der drei Höhen: hı: hy: hy =å: u:v. 

37. Die Verhältnisse der durch die Fusspunkte der Höhen 
auf zwei Seiten bestimmten Abschnitte: 

BA, —À- CA, und AB, =; CB,. 
38. Die Verhältnisse der Abschnitte zweier Höhen: 
AP — À4. A,P und BP — y- B,P. 

39. Die Verhältnisse zweier Seiten zu den zugehörigen 
Höhen: ha = da, h, = ub. 

40. Die drei Seiten und die Höhe auf die erste derselben 
sollen eine geometrische Reihe bilden: a:b = b : c = c : ha. 

41. Das Verhältniss einer Seite zu ihrer Höhe gleich 8:7 
und das Verháltniss der beiden anderen Seiten gleich 3 : 4. 

41a. Das Verháltniss einer Seite zu ihrer Höhe gleich 
4 und das der beiden anderen Seiten gleich u. 

42. Die Verháltnisse zweier Seiten zur Halbirungslinie 
des eingeschlossenen Winkels: L = 40 = pb. 

43. Die Verháltnisse zweier Seiten zur Mittellinie nach 
der dritten Seite: m, = Àc = ub. 

44. Die Verháltnisse der Radien der vier Berührungskreise 
eines Dreiecks: 

a. Qa — Åg und Q, = pọ. 
b. Qa = Àg. und 0, = uo» 

45. Die Verháltnisse zweier Hóhen zum Hadins des inneren 
Berührungskreises: ha = 40, hy = we. 

46. Die Verháltnisse zweier Seiten zu den entgegengesetzten 
Höhenabschnitten der dritten Seite: AC, = 4a, BC, = ub. 

47. Die Verhältnisse einer Seite zur Summe und zur 
Differenz der beiden anderen: a — å (b + c) = y (b — c). 

48. Die Verháltnisse zweier Seiten, je zur Summe der 
beiden anderen: a = å (b +c), bæ u (e + a). 


Hermes, trigon. Aufgaben. 6 
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49. Das Verháltniss der Summe zweier Seiten zur dritten 
Seite und das Verháltniss dieser Seite zur zugehórigen Höhe: 
b + c = Àa, ha = ua. 

50. Das Verháltniss der Differenz zweier Seiten zur dritten 
Seite, b — c = do, und das Verháltniss dieser Seite zur zuge- 
hörigen Höhe, ha = wa. 

5l. Die Verhältnisse der Abschnitte, in welche zwei Seiten 
durch die Berührungspunkte des inneren Berührungkreises getheilt 
werden: CA, =å. BA, und CB, = w: AB, 

52. Die Verhältnisse der Abschnitte, in welche zwei ver- 
längerte Seiten durch die Berührungspunkte eines äusseren 
Berührungskreises getheilt werden: 

CB, = p AB, und BC, —4- AC,. 

53. Die Verháltnisse der Verbindungslinien der Mittelpunkte 
zweier äusseren Berührungskreise bezüglich mit den Endpunkten 
der ihnen zugehörigen Seite: 4M,—4 - BM. und AM, =u» CM,. 

54. (Anschl) Die Verháltnisse der Abstánde der Mittel- 
punkte zweier áusseren Berührungskreise je von dem Zwischen- 
und Gegeneckpunkt des Dreiecks: 

AM, — A: BM, und AM, = u. CM.. 

öð. Die Verhàltnisse der Verbindungslinien des Mittelpunktes 

eines áusseren Berührungskreises mit den Ecken: 
AM, =4-BM, =p: CM, 

56. Die Verháltnisse der Dreiecke, welche durch die oberen 
Abschnitte der Hóhen und die Dreiecksseiten gebildet werden: 
BPC: CPA: APB=4:p:1. 

57. Die Verhàltnisse der Dreiecke, welche durch die Ver- 
bindungslinien des Mittelpunktes M des umschriebenen Kreises 
mit den Ecken gebildet werden: BMC: CMA: AMB=1:p:1. 

58. In einem Dreieck sind die Winkel halbirt und die 
Schnittpunkte der Halbirungslinien mit den Gegenseiten unter 
einander verbunden, so dass drei Eckdreiecke entstehen. Es 
seien gegeben die Verháltnisse derjenigen Seiten von zwei dieser 
Dreiecke, welche zugleich Seitenabschnitte im Fundamentaldreieck 
sind: AB, — A: AC, und BC, =u- BA,. 

59. Die Verháltnisse des Inhaltes zu den Rechtecken zweier 
Radien der Berührungskreise: fl = 400. = MEQ». 

60. Die Verháltnisse des Inhaltes zu den Quadraten der 
Radien des inneren und eines àusseren Beruhrungskreises: 


Á = Ag? = ne^ 
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61. Das Verháltniss zweier Seiten und das Verháltniss der 
Halbirungslinie des eingeschlossenen Winkels zur dritten Seite: 
b= Ac, ta = pa. 


62. ` Die Verhältnisse der Halbirungslinie eines Winkels 
zu den durch sie gebildeten Abschnitten der Gegenseite: 
1, = Aa = (aði 


§ 27. Vermischte Dreiecks- Aufgaben. 


1. Durch die Ecken eines Dreiecks wird der Umfang des 
umschriebenen Kreises im Verhältniss von 3:4:5 getheilt: die 
Seiten zu berechnen, wenn der Radius des Kreises gleich 7 
gegeben ist. 


2. Von einem Dreieck gegeben die Lothe in den Mitten 
der beiden Seiten a und b bis zu ihrer Durchschneidung, be- 
züglich gleich 5 und 7,2 und der der ersteren Seite gegenüber- 
liegende Winkel gleich 72° 41': die Seiten, die Winkel und den 
Inhalt zu bestimmen. 


3. Gegeben die Halbirungslinien zweier Winkel eines 
Dreiecks bis zu ihrer Durchschneidung a, = 5, b == 6 und der 
dritte Winkel y = 56°: den Radius des eingeschriebenen Kreises 
zu bestimmen. 


4. Den Radius des inneren Berührungskreises zu bestimmen, 
algebraisch und numerisch, wenn die Summe der Halbirungslinien 
der Winkel bis zu ihrer Durchschneidung $, und die Winkel 
gegeben sind. $,— 1, «:8:*7 — 1:8:9. 


9. Gegeben die Summe der oberen Abschnitte der drei 
Hohen eines Dreiecks gleich s, und die Winkel, welche die- 
selben mit einander bilden A, u, v: den Radius des umschriebenen 
Kreises zu bestimmen. 


6. Gegeben die Winkel eines Dreiecks œ, f, y und die 
Summe der Rechtecke der Abschnitte der drei Höhen gleich d?: 
den Inhalt des umschriebenen Kreises zu bestimmen, algebraisch 
und numerisch für die Werthe œ = 50°, 8 = 60%, y = 70°. 


1. Von einem Dreieck gegeben eine Seite a, die Summe der 
beiden anderen Seiten d und der Winkel d den die Halbirungs- 
linie des von diesen Seiten eingeschlossenen Winkels mit a 
bildet: den Winkel « zu bestimmen. 1 

6 
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8. Gegeben der untere Abschnitt MA, — a, der Halbirungs- 
linie des Winkels Á eines Dreiecks und die Winkel, welche 
derselbe mit den oberen Abschnitten der Halbirungslinien der 
beiden anderen Winkel bildet BMA, =v, CMA,=p: wie 
gross ist die Seite a und der obere Abschnitt der Halbirungs- 
linie AM? 


9. Wie Aufg. 8., jedoch soll statt des unteren Abschnittes 
MA, der Halbirungslinie der obere Abschnitt MÁ = a, derselben 
gegeben sein. 


10. Gegeben eine Mittellinie m, und die Winkel, welche 
sie mit den beiden anderen Mittellinien bildet: ASC= p, 
ASB — v: die Seite a zu bestimmen. 


11. Von einem Dreieck gegeben die Winkel: die Winkel 
zu bestimmen, welche die Mittellinien mit den Gegenseiten bilden: 
gegeben «:8:y —5:6:7. 

11a. (Anschl.) Welche trigonometrische Beziehung besteht 
zwischen den Winkeln, welche die drei Mittellinien eines Dreiecks 
mit den entsprechenden Gegenseiten bilden? 


12. Von einem Dreieck gegeben ein Winkel f und der 
Winkel æ,, welchen die zu o gehörige Mittellinie mit der Gegen- 
seite b des gegebenen Winkels bildet: die übrigen Winkel des 
Dreiecks zu bestimmen. Gegeben f = 40°, a, = 35°. 


13. Gegeben zwei Seiten und der Winkel d, den die zur 
dritten Seite gehörige Mittellinie mit dieser bildet: den durch- 
schnittenen Winkel und den Inhalt zu bestimmen. 


14. Gegeben ein Winkel « und der Winkel ð, den die 
zugehörige Mittellinie mit a bildet: gesucht die Winkel 8 und y. 


15. Gegeben der Inhalt eines Dreiecks ff, eine Mittellinie 
Ma und die Summe der Quadrate der beiden anderen Mittellinien 
my? + m? = d’: den Winkel œ zu bestimmen. 

16. (Anschl.) Den Inhalt f/ zu bestimmen, wenn ein 
Winkel a, die Mittellinie m, zur Gegenseite und die Summe der 
Quadrate der beiden anderen Mittellinien d? gegeben sind. 

17. (Anschl.) Den Inhalt f zu bestimmen, wenn ein 
Winkel e, die Gegenseite a und die Summe der Quadrate der 
den beiden anderen Seiten zugehórigen Mittellinien d? gegeben sind. 


18. Gegeben eine Seite c, ein anliegender Winkel « und 
der Radius des inneren Berührungskreises: die Seite a zu 
bestimmen. 


WWW.rcin.org.pl 


Vermischte Dreiecks-Aufgaben. 85 


19. Durch ein Dreieck ist eine gerade Linie gelegt, deren 
Abschnitt innerhalb des Dreiecks gleich ist den unteren Ab- 
schnitten der durchschnittenen Seiten: welchen Winkel bildet die 
Linie mit der (verlàngerten) dritten Seite? Gegeben die Winkel 
des Dreiecks. 


20. (Anschl) Zwei Seiten eines Dreiecks sind über die 
dritte hinaus verlàngert von einer Linie so durchschnitten, dass 
die Verlängerungen gleich der dritten Seite sind: welchen Winkel 
bildet die Linie mit der dritten Seite? Gegeben die Winkel des 
Dreiecks. 


21. (Anschl.) In einem Dreieck wird die eine Seite von 
den beiden anderen bezüglich um die Stücke 6 und 5 über- 
troffen, wührend der ihr gegenüberliegende Winkel gleich 43? 21' 
gegeben ist: die Seiten und Winkel zu berechnen. ($ 24, Aufg. 62.) 


22. Wenn man in dem Eckpunkt A des Dreiecks ABC 
Lothe errichtet auf den zugehörigen Seiten AA, L b, 44, Le 
und das Loth 44, fállt auf die Gegenseite: wie verhalten sich 
die Abschnitte dieser Seite? 


23. Den Inhalt 4, eines Dreiecks zu bestimmen, welches 
gebildet wird dureh die in den aufeinanderfolgenden Ecken eines 
Dreiecks 4 auf den aufeinanderfolgenden Seiten desselben er- 
richteten Lothe: wenn ausser dem Inhalt 4 die Winkel des 
Dreiecks gegeben sind. 


24. Die Fusspunkte der Hóhen eines Dreiecks ABC sind 
die Eckpunkte eines neuen Dreiecks A,B,C,: die Seiten und 
Winkel dieses Dreiecks aus denen des gegebenen darzustellen; 
ebenso den Inhalt 4, und den Umfang 2s, des Dreiecks A,B,C,. 


25. Von einem Dreieck gegeben der Radius des um- 
schriebenen Kreises und die Winkel: die Länge zu bestimmen 
der Tangenten in den Eckpunkten bis zu ihrer Durchschneidung 
mit den Gegenseiten. 


26. (Anschl) Welche Beziehung findet zwischen den drei 
Tangenten /,, ta, Z,, wie sie in Aufg. 25 bestimmt sind, statt? 


27. Von den Lothen, vom Mittelpunkt des umschriebenen 
Kreises auf die Seiten eines Dreiecks gefällt, ist das eine «, 
und die Summe der beiden anderen b, + C}, sowie der von 
ihnen eingeschlossene Winkel ð gegeben: die Seiten und Winkel 
des Dreiecks zu bestimmen. Gegeben a,—4; b, + c,—5; 
ð — 126? 25'. 


/ 
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28. (Anschl.) Wie Aufg. 27; jedoch soll anstatt der Summe 
die Differenz der Lothe b, und c, gegeben sein: a,=2; 
bi 90,651; d 1999 8. 


29. Das Dreieck ABC wird durch einen Kreisbogen hal- 
birt, dessen Mittelpunkt der Eckpunkt A ist: wie gross ist die- 
ser Bogen innerhalb des Dreiecks, wenn die Seiten des Dreiecks 
a= 13, b = 14, c — 15 gegeben sind? 


30. Von einem Dreieck gegeben zwei Seiten o —4 und 
b — D und der eingeschlossene Winkel y= 28°: um welches 
Stück hat man a und b zu verlàngern, damit bei gleichzeitiger 
Verdoppelung des Winkels y das neue Dreieck doppelt so gross 
ist als das gegebene? 
a= 6; b= Hr y= 58°, 


91. Von einem Dreieck gegeben zwei Seiten a = H und 
b — 5: wie gross muss der eingeschlossene Winkel sein, damit, 
wenn man die gegebenen Seiten um ein gleiches Stück ver- 
längert und den eingeschlossenen Winkel verdoppelt, das neue 
Dreieck doppelt so gross ist als das gegebene und die dritte 
Seite desselben durch den Endpunkt von b des ersten Drei- 
ecks geht? 


92. Innerhalb des Winkels «= 60? liegt ein Punkt P so, 
dass er von dem einen Schenkel um b, — 10, von dem anderen 
um tg == LD entfernt ist. Wie wird der Winkel durch die Ver- 
bindungslinie des Scheitelpunktes Á mit P C und wie lang 
ist AP? 


33. Wie Aufg. 32; jedoch soll Punkt P ausserhalb des 
Winkels œ liegen, « — 16? gegeben sein, b, = 5, c, = 4. 


94. (Anschl.) Innerhalb des Winkels œ liegt der Punkt P 
so, dass er von dem einen Schenkel um 6,, von dem anderen 
um €, entfernt ist. Es soll durch P eine gerade Linie so ge- 
legt werden, dass P in der Mitte ihrer Schnittpunkte B, und C, 
mit den Schenkeln liegt: wie lang ist B,C, und welche Winkel 
bildet diese Linie mit den Schenkeln des Winkels «? Gegeben: 
a==04 0 —5,4; 0, $9. 


35. Wie Aufg. 34; jedoch soll die durch P zu legende 
Gerade B,C, in P so getheilt werden, dass sich verhält 
B,P:C¿P=4:p. Gegeben: «—549; b,— 5,4; c,—4,5; 
4:p=5:4. 
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36. Wie Aufg. 35; doch soll sich 2:w — c, : b, verhalten. 

94. Wie Aufg. 34; jedoch soll B,C, durch P so gelegt 
werden, dass C,P. B,P = d? ist: Gegeben d — 6.  (Determi- 
nation.) 

98. Wie Aufg. 34; jedoch soll B,C, durch P so gelegt 
werden, dass das Dreieck B„AC„ eine gegebene Grösse d? hat. 
Gegeben d — H. (Determination.) 


39. Die Verbindungslinie eines Eckpunktes eines Dreiecks 
mit der Mitte der Gegenseite ist gleich 15 gegeben und theilt 
den zugehörigen Winkel in die Stücke 27? 18' und 39° 54': die 
beiden anderen Seiten zu berechnen. b. Gegeben: m, = 5; 
% ses ET: 4 mm 35^. 

40. (Quadr. Probl) Durch den Punkt P der Halbirungs- 
linie des Winkels «, der von den Schenkeln desselben die 
Entfernung b hat, ist die gerade Linie B,C, von der gegebenen 
Lànge d gelegt: welche Winkel bildet diese Linie mit den 
Schenkeln des Winkels œ? Gegeben oz DÄI: 5 —4; d— 9. 

41. , Wie Aufg. 40; jedoch soll P auf der Halbirungslinie 
des Nebenwinkels von œ liegen und B,C, = PB, — PC, = 
= d = l gegeben sein. 

42. (Vergl. Aufg. 34.) Innerhalb des Winkels œ liegt 
der Punkt P so, dass er von dem einen Schenkel um b,, von 
dem anderen um c, entfernt ist. Es soll durch P eine gerade 
Linie B,C, so gelegt werden, dass die Summen der Radien der 
den beiden abgeschnittenen Dreiecken APB, und APC, um- 
schriebenen Kreise eine gegebene Grosse d hat. Gegeben 
a= 540; 0, =04; 0,2245; d = 14. 


43. Durch den einen Schnittpunkt C zweier Kreise, deren 
Radien r, o und Centrale c gegeben sind, soll eine gerade Linie 
gelegt werden, so dass das zwischen beiden Peripherien ent- 
haltene Stück eine gegebene Lánge d besitzt: welchen Winkel 
bildet diese Gerade mit der Centrale und in welchem Verhilt- 
niss wird sie selbst getheilt, die Abschnitte von C aus gerechnet? 
Gegeben r — 1; 9256; c=4; d — 5. 

44. Ueber derselben Sehne AD sind zwei Kreise con- 
struirt, von denen der eine den Peripheriewinkel f, der andere 
den Winkel y fasst: es soll über AD das beiden Kreisen ein- 
geschriebene Dreieck ABC construirt werden, so dass die durch 
D gehende Seite BC die gegebene Länge a hat. Die Theile 
des Winkels BAC zu bestimmen, wenn AD =d, ß und y ge- 
geben sind: d — 4; a= T; f — 919; y = 469. 
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45. Wie Aufg. 44; jedoch soll die Differenz der Abschnitte 
der Seite BC, nämlich BD — DC —e gegeben sein. 

46. Wie Aufg. 44; doch soll das Verháltniss der Abschnitte 
der Seite BC, nämlich BD: CD = å: gegeben sein. (Å: u = 
=0:ð.) 

47. Wie Aufg. 46; jedoch sollen die Abschnitte der Seite 
BC einander gleich sein. 

48. Wie Aufg. 44; jedoch soll das Rechteck der Ab- 
schnitte der Seite BC einen gegebenen Werth haben, nämlich 
BD.DC=e*; e 3. (Determination). 

49. Wie Aufg. 44; jedoch soll die Differenz der Quadrate 
der Abschnitte von BC einen gegebenen Werth haben, námlich 
BD? — CD? = e?. 

50. Wie Aufg. 44; jedoch soll der Inhalt des Dreiecks. 
ABC einen gegebenen Werth haben, f/ — e?. 

51. Wie Aufg. 44; jedoch soll der Umfang des Dreiecks 
ABC einen gegebenen Werth haben, gleich e. 

52. Wie Aufg. 44; jedoch soll AB EL AC um e grösser 
als BC sein. 

59. Wie Aufg. 44; jedoch soll der Radius des dem Dreieck 
ABC eingeschriebenen Kreises den gegebenen Werth ọ haben. 

54. Wie Aufg. 44; jedoch sollen die Umfänge der beiden 
Dreiecke ABD und ACD einander gleich sein. 

55. Der Mittelpunkt M des inneren Berührungskreises des 
Dreiecks ABC ist mit den Ecken verbunden: die Verbindungs- 
linien MA, MB, MC, sowie die Dreiecke MBC, MCA, MAB 
zu bestimmen, algebraisch und numerisch, wenn gegeben sind 
die drei Seiten d — 1; 5b — 6; ec— 5. 

56. Wie Aufg. 55; jedoch soll an Stelle des Punktes M 
der Mittelpunkt Ma des die Seite a von Aussen berührenden 
Kreises treten. 

57. (Anschl) a. Welche Beziehung findet statt zwischen 
den Abstünden einer Ecke eines Dreiecks von den Mittelpunkten 
des inneren und des die Gegenseite von Aussen berührenden 
Berührungskreises? — b. Welche Beziehung zwischen den Ab- 
stànden einer Ecke von den Mittelpunkten der die beiden ein- 
schliessenden Seiten von Aussen berührenden äusseren Be- 
rührungskreise? 

58. Einem Dreieck ist der innere Berührungskreis ein- 
geschrieben: wie gross sind die durch die Bogen desselben ab- 
geschnittenen krummlinigen Dreiecke? Geg. a=7, b=6, c=5.. 
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59. Wie Aufg. 58; jedoch soll an Stelle des inneren Be- 
rührungskreises der die Seite & von Aussen berührende áussere 
Beruhrungskreis treten. 

60. Um die Eckpunkte eines Dreiecks als Mittelpunkte 
sind Kreise construirt, welche sich zu zwei von Aussen berühren: 
wie gross sind die innerhalb des Dreiecks liegenden Bogen und 
das durch sie begrenzte Flächenstück? Gegeben a — 7; b= 6; 
e 2A 

61. (Anschl) Dem gegebenen Dreieck sei zugleich der 
innere Berührungskreis eingezeichnet: wie gross sind die durch 
die Bogen dieses Kreises und der in Aufg. 60 construirten 
Kreise begrenzten krummlinigen Figuren? 


62. Um die Eckpunkte eines Dreiecks als Mittelpunkte 
sind drei Kreise construirt, welche sich zu zwei von Aussen 
berühren, und an diese Kreise die gemeinschaftlichen áusseren 
Tangenten gelegt: welche Winkel bilden diese Tangenten mit 
einander? Gegeben a = 5; b —4; c— 3. 

63. (Anschl.) Welche Beziehung findet zwischen den Win- 
keln eines Dreiecks statt, wenn von den gemeinschaftlichen 
áusseren Tangenten in Aufg. 62 zwei parallel sein sollen? 

64. (Anschl. an 62.) Die Seiten des durch die Tangenten 
in Aufg. 62 gebildeten Dreiecks zu berechnen. 


65. Drei gleich grosse Kreise berühren einander zu zwei: 
die Radien zu berechnen der beiden Kreise, deren einer sie 
alle drei von Aussen, der andere sie alle drei von Innen 
berührt. (Vergl. Aufg. 88). ; 

66. Drei Kreise, deren Radien sich wie 1:1: verhalten, 
berühren sich zu zwei von Aussen: die Winkel zu berechnen 
des Dreiecks, welches durch die gemeinschaftlichen äusseren 
Tangenten gebildet wird. 

61. a. Für welchen Werth von Á sind von diesen Tangenten 
zwei parallel? b. Für welchen Werth von Á ist der eine 
Winkel der Tangenten ein gestreckter? €. Für welehen Werth 
von À wird dieser Winkel ein rechter? Ë 

68. (Anschl.) An zwei sich berührende gleiche Kreise 
mit dem Radius 7 ist eine gemeinschaftliche äussere Tangente 
gelegt: den Radius desjenigen Kreises zu berechnen, der beide 
Kreise und die Tangente berührt. 

69. Drei Kreise, deren Radien sich wie A:w:»v verhalten, 
berühren sich zu zwei von Aussen: die Winkel zu berechnen des 
Dreiecks, welches durch die gemeinschaftlichen áusseren Tangenten 
gebildet wird. 
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70. (Anschl) Welche Beziehung findet zwischen 4, u, v, 
den Radien dreier sich zu zwei von Aussen berührenden Kreise 
statt, wenn dieselben eine gemeinschaftliche àussere Tangente 
haben sollen? 


.70a. An zwei Kreise mit den Radien 7, und r,, die sich 
von Aussen berühren, ist eine gemeinschaftliche àussere Tangente 
gelegt und dadurch ein krummliniges Dreieck gebildet: den 
Radius æ zu bestimmen des diesem Dreieck eingeschriebenen 


Kreises, wenn 2=1 gegeben ist. 
2 

71. An drei sich zu zwei von Aussen berührende Kreise 
sind die gemeinschaftlichen àusseren Tangenten gelegt und es soll 
ein Winkel dieser Tangenten gleich dem Winkel der zugehórigen 
Centralen sein: den Radius x des mittleren Kreises zu berechnen, 
wenn die des grössten und kleinsten Kreises gleich 7, und 7, 
gegeben sind. 


19. Einem gleichschenkligen Dreieck, dessen Seiten (a, b, b) 
und Winkel (c, B, 8) gegeben sind, sind drei Kreise eingeschrieben, 
welche einander zu zwei berühren: die Radien zu berechnen. 
Besonderer Fall: œ = 90°: wie verhalten sich alsdann die Radien ? 


13. Einem gegebenen Winkel æ ist ein Kreis mit dem 
Radius 7 eingezeichnet: es soll der Radius eines zweiten Kreises 
berechnet werden, welcher den ersteren und die Schenkel des 
Winkels æ berührt. 


74. (Anschl) Einem gegebenen Winkel œ ist eine Reihe 
von Kreisen eingeschrieben, welche sich aufeinanderfolgend zu 
zwei berühren: wie gross ist die Summe der Umfánge dieser 
Kreise, vom Kreise mit dem Radius 7 anfangend bis zum Scheitel- 
punkte hin? 


75. Einem gegebenen Winkel « ist ein Kreis K mit dem 
Radius r eingeschrieben, die Radien zu berechnen zweier gleich 
grossen Kreise, welche einander, den Kreis K von Aussen und 
je einen Schenkel des Winkels æ berühren. 


76. Wie Aufg. 75; jedoch sollen die gesuchten Kreise den 
gegebenen von Innen berühren. 


77. Einem gegebenen Winkel œ sind zwei gleich grosse 
Kreise mit dem Radius r eingezeichnet, so dass sie einander 
und je einen Schenkel des Winkels « und seine Halbirungslinie 
berühren: den Radius eines Kreises zu bestimmen, der zugleich 
beide Kreise und beide Schenkel von æ berührt. 
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78. Wie Aufg. 77; jedoch soll der gesuchte Kreis die 
gegebenen Kreise umhüllen. 


79. Einem gegebenen Winkel æ sind zwei gleich grosse 
Kreise mit dem Radius r eingezeichnet, so dass sie einander 
und je einen Schenkel des Winkels « und seine Halbirungslinie 
berühren: den Radius eines Kreises zu bestimmen, der durch 
den Scheitelpunkt Á geht und für den die ersten beiden Kreise 
äussere Berührungskreise sind. 


80. Wie Aufg. 79, jedoch soll der gesuchte Kreis die 
beiden anderen Kreise umhüllen. 


81. Den Radius eines Kreises K zu bestimmen, der einem 
Kreisausschnitt mit dem Radius r und dem Centriwinkel « ein- 
geschrieben ist. 


82. (Anschl.) Den Radius zu bestimmen eines Kreises, 
welcher dem krummlinigen Eckdreieck, gebildet durch einen 
Radius, den Bogen des Kreisausschnittes und einen Bogen des 
Kreises K (Aufg. 81), eingeschrieben ist. 


82a. (Anschl.) Einem Kreisquadranten ACB ist ein Kreis 
eingeschrieben und einem der dadurch gebildeten Eckdreiecke 
ein zweiter Kreis mit dem Mittelpunkt M: welchen Werth hat 
die Tangente des Winkels MCA? 


83. An einen Kreis K mit dem Radius r sind von einem 
Punkte A aus Tangenten AE und AF gelegt, welche den Winkel « 
mit einander bilden: der Winkel « wird durch die Linie AB 
durchschnitten, so dass die Winkel CAB = œ, und FAB = a, 
entstehen und a, + œ, = « ist; den Winkeln œ, und «, sind 
Kreise eingezeichnet, welche die Berührungspunkte Æ und F mit 
dem Kreise K gemeinschaftlich haben: die Radien r und 7, dieser 
Kreise zu bestimmen. 

84. Wie Aufg. 83, jedoch sollen die Winkel «e, œj, c, 
zusammen 360? betragen. 

85. Die Berührungspunkte dreier Kreise, welche einander 
zu zwei von Aussen berühren, liegen auf einem Kreise mit dem 
Radius r in der Weise, dass durch sie die Peripherie im Ver- 
háltniss von 5:6:7 getheilt wird: welches sind die Radien der 
drei Kreise? 

86. An drei Kreise, welche sich zu zwei von Aussen 
berühren, sind die gemeinschaftlichen inneren Tangenten gelegt: 
wie gross sind die Winkel derselben, wenn die Radien 7), 72, 7, 
gegeben sind. (nl, r,5-2, fr, 2 3). 
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87. (Anschl) Drei gerade Linien, welche auf einander 
folgend die Winkel æ,, %,, Œ, bilden, so dass c + Œ, + «4— 3607, 
sind die gemeinschaftlichen inneren Tangenten dreier sich be- 
rührenden Kreise: die Radien derselben zu bestimmen, wenn ihre 
Summe gleich a gegeben ist. 

88. Gegeben drei Kreise, welche sich zu zwei berühren, 
mit den Radien /, m, n: den Radius x eines Kreises zu be- 
stimmen, der alle drei Kreise zugleich berührt. 


Zum Problem des Apollonius. 


89. Einen Kreis zu construiren, von dem zwei Tangenten 
und ein Punkt gegeben sind. 


90. (Anschl) Einen Kreis zu bestimmen, von welchem 
zwei Tangenten und ein Kreis, welchen er berühren soll, ge- 
geben sind. 


91. Von dem zu bestimmenden Kreise sollen zwei Punkte 
und ein Berührungskreis gegeben sein. 


92. Den Radius eines Kreises zu bestimmen, der durch 
einen gegebenen Punkt gehen, eine gegebene gerade Linie und 
einen gegebenen Kreis berühren soll. 


93. (Anschl) Den Radius eines Kreises zu bestimmen, 
der zwei gegebene Kreise, mit den Radien r und o wo r >, 
und eine gegebene Linie berühren soll. 

93a. (Anschl) Die gegenseitige Lage zweier Kreise Á und 
B und einer geraden Linie L ist dadurch bestimmt, dass die 
Centrale AB = c= 10 gegeben ist und das von Á auf L ge- 
fällte Loth mit AB den Winkel œ — 60? bildet und die Länge 
¿=8 besitzt. Es soll der Radius æ eines Kreises berechnet 
werden, der beide Kreise und die Linie L berührt. Gegeben 
die Radien der Kreise um Á und B bezüglich p = 1 und r = 2. 

94. Den Radius eines Kreises zu bestimmen, der durch 
einen gegebenen Punkt gehen und zwei gegebene Kreise be- 
rühren soll. 

95. (Anschl.) Den Radius eines Kreises zu bestimmen, 
der drei ihrer Lage nach gegebene Kreise berühren soll. 

95a. (Anschl) Um die Eckpunkte A, B, C eines Drei- 
ecks sind Kreise construirt mit den Radien 1, 2, 3: den Radius 
zu berechnen eines Kreises, der alle drei Kreise berührt.  Ge- 
geben a = 19,5 == 14, c — 1b. 
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C. Vierecke. 


§ 28. Parallelogramme, Trapeze. 


&. Das Parallelogramm. 


Von einem Parallelogramm gegeben: 


1. Zwei Seiten und der Winkel der beiden Diagonalen, 
den Inhalt zu bestimmen. 


2. Gegeben die beiden Diagonalen und ein Winkel, den 
Inhalt zu bestimmen. (Welche Beziehung besteht zwischen der 
Differenz der Quadrate zweier Seiten eines Parallelogramms und 
dem Rechteck seiner Diagonalen ?) 


9. Gegeben die beiden Diagonalen und ihr Winkel: die 
Winkel des Parallelogramms zu bestimmen. 


4. Gegeben eine Diagonale d und die Winkel oe, und «,, 
welche die zweite Diagonale mit den Seiten bildet: den Inhalt 
zu bestimmen. Gegeben o, = 45°; a, = 35°. 


Ð. Gegeben ein Winkel y, eine Diagonale d und der 
Winkel beider Diagonalen d: die Winkel zn bestimmen der 
Diagonale d mit den Seiten. Gegeben y = 70°; à = 40". 


6. Gegeben die Winkel, welche die Diagonalen mit den 
Gegenseiten bilden, œ und f: den Winkel der beiden Diagonalen 
zu bestimmen. Gegeben œ = 32°; $ = 43°. 


4. Gegeben das Verháltniss zweier Seiten gleich 4 und das 
Verhàltniss der beiden Diagonalen gleich w: die Winkel zu 
bestimmen. 


8. Gegeben die Verháltnisse der beiden ungleichen Seiten, 
je zu einer Diagonale: die Winkel zu bestimmen. 

9. Gegeben das Verháltniss der beiden ungleichen Seiten 
gleich 4 und der Winkel ð der beiden Diagonalen: die Winkel 
zu bestimmen. 


10. Gegeben das Verhältniss der beiden Diagonalen gleich 
À und die Winkel des Parallelogramms: den Winkel der Diago- 
nalen zu bestimmen. 
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11. Gegeben ein Winkel y und der Winkel der Diagona- 
len ð: das Verháltniss der beiden Seiten x und das der beiden 
Diagonalen y zu bestimmen. 


12. (Anschl) Gegeben der Umfang — 2s, ein Winkel y 
und der Winkel der Diagonalen ð: den Inhalt und die Seiten 
zu bestimmen. 


13. (Anschl. an 11.) Gegeben die Summe e der beiden 
Diagonalen, ihr Winkel ð und ein Winkel y des Parallelogramms: 
den Inhalt und die Diagonalen zu bestimmen. (Welche Satze 
ergeben sich aus Aufg. 12 und 13 über den Zusammenhang von 
Inhalt, Umfang, Summe der Diagonalen und Winkeln von 
Parallelogrammen ?) 

14. Gegeben die Differenz der Seiten gleich e, ein Winkel 
y und der Winkel ð der Diagonalen: die Seiten und den Inhalt 
zu bestimmen. 

15. Wie Aufg. 14; jedoch ist statt der Differenz der Seiten 
die Differenz der beiden Diagonalen gleich e gegeben. 


16. Gegeben die beiden Höhen A, und A, und ein Win- 
kel y: den Inhalt und den Winkel ð der beiden Diagonalen 
zu bestimmen. 

17. Gegeben die beiden Höhen A, und A, und der Win- 
kel ð der Diagonalen: den Inhalt und die Winkel zu bestimmen. 

18. (Anschl.) Gegeben das Verhältniss der beiden Höhen 
gleich 4 und ein Winkel y: den Winkel der beiden Diagonalen 
zu bestimmen. 

19. (Anschl.) Gegeben das Verhältniss der beiden Höhen 
gleich À und der Winkel ð der Diagonalen: die Winkel des 
Parallelogramms zu bestimmen. (Aus y und d das Verhältniss 2 
der Höhen zu finden.) 

20. Gegeben die Summe der beiden Höhen gleich e, ein 
Winkel y und der Winkel ð der Diagonalen: den Inhalt zu 
bestimmen. 


p. Das Trapez. 


21. Von einem Trapez gegeben die vier Seiten, nämlich, 
die parallelen Seiten o und b und die nicht parallelen c und d: 
den Winkel £ zu bestimmen, welchen die letzteren bei ihrer Ver- 
làngerung bilden. 
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22. (Anschl) Gegeben die beiden nicht parallelen Seiten 
c und d, der Winkel e, den sie bei hinreichender Verlángerung 
mit einander bilden und die Grundlinie a: den Inhalt zu be- 
stimmen. 


29. Gegeben die Mittellinie (Verbindungslinie des Mittel- 
punktes der nicht parallelen Seiten) gleich m, die nicht paral- 
lelen Seiten c und d und der Winkel s, den sie verlängert bilden: 
welche Winkel bilden c und d mit der Mittellinie des Trapezes? 


24. Wie Aufg. 28; jedoch sollen a und b bestimmt werden. 


25. (Anschl) Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der 
parallelen Seiten zu bestimmen; ferner diejenige Linie, durch 
welche die parallelen Seiten im Verháltniss der anstossenden 
nicht parallelen Seiten getheilt werden. 


26. (Anschl) Gegeben die nicht parallelen Seiten c und d, 
und die Verbindungslinie e derjenigen beiden Punkte der paral- 
lelen Seiten, durch welche diese im Verhältniss der anstossen- 
den Seiten c und d getheilt werden: den Winkel s zu bestimmen, 
unter dem c und d verlàngert sich schneiden. 


27. Unter welchem Winkel & schneiden sich die nicht 
parallelen Seiten c und d eines Trapezes, welche als gegeben ` 
zu betrachten sind, wenn ausserdem der Inhalt des Trapezes 
fl — 4 und die Mittellinie m gegeben sind? Welches ist der 
grösste Werth von 4 und für welchen Winkel ei 


28. Den Inhalt eines Trapezes zu bestimmen, von welchem 
die Mittellinie m, die Summe der nicht parallelen Seiten gleich g 
und die Winkel an der Basis œ und f gegeben sind. 


29. (Anschl.) Gegeben der Inhalt 4, die Mittellinie m, 
die Summe der nicht parallelen Seiten y und der Winkel e, 
unter dem sich diese Seiten verlàngert schneiden: die Winkel 
des Trapezes zu bestimmen. 


30. Ein Trapez ist einem Kreise mit dem Radius Q um- 
Schrieben: die Seiten zu berechnen, wenn die Winkel æ und f 
gegeben sind. 


31. (Anschl) Von einem Trapez, welches einem Kreise 
mit dem Radius Q umschrieben ist, sind ausser Q die beiden 
nicht parallelen Seiten gegeben: den Inhalt und die Winkel zu 
bestimmen. 
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32. (Anschl.) Von einem Trapez, welches sich einem Kreise 
umschreiben lásst, sind gegeben das Verháltniss der parallelen 
c 
Seiten 7=1 und das der nicht parallelen Seiten -7 = u: die 
Winkel zu bestimmen. 


33. Von einem Trapez, dessen Diagonalen e und f und 
parallele Seiten a und b sámmtlich Tangenten sind eines Kreises 
mit dem Radius o, gegeben ọ und die Winkel der Diagonalen 
mit den parallelen Seiten 4 (a,e) — œ, und Á (a, f)=B,: die 
Diagonalen und die Seiten zu berechnen. 


94. (Anschl) Von einem Trapez wie in Aufg. 33 ge- 


geben das Verháltniss der parallelen Seiten Í — 4 und das Ver- 


b 
hàltniss der beiden Diagonalen. Í = y; die Winkel œ, und ß, 
der Diagonalen mit den parallelen Seiten zu bestimmen. 


35. Von einem Trapez, dem sich ein Kreis umschreiben 
làsst, gegeben die parallelen Seiten und die Winkel: den Inhalt 
und den Radius r zu bestimmen. Den Kreis zu construiren. 


96. (Anschl) Die Winkel eines Trapezes zu bestimmen, 
welches sich einem Kreise mit dem Radius 7 einschreiben lässt, 
und von welchem die parallelen Seiten a und b gegeben sind. 


37. (AnschL) Von einem Antiparallelogramm gegeben die 
beiden parallelen Seiten a und b: den Radius zu bestimmen des 
kleinsten Kreises, welcher sich dem Trapez umschreiben lásst. 


98. Die Winkel eines Trapezes zu bestimmen, in welchem 
die nicht parallelen Seiten c einander gleich sind und zu den 
parallelen Seiten a und b ein gegebenes Verháltniss haben, 
a = 0, b=w. 


39. Die Winkel zu bestimmen, wenn die Verháltnisse der 
vier Seiten des Trapezes gegeben sind, d= 4b, a= ub, 
c — yb, wo b parallel a. 


40. Die Winkel zu bestimmen, wenn die Verháltnisse der 
parallelen Seiten a und b und der beiden Diagonalen e und f 
gegeben sind, a = 4b, e = uf, a = ve. 


41. Die Winkel zu bestimmen, wenn die Verháltnisse der 
nicht parallelen Seiten c und d und der beiden Diagonalen e 
und f gegeben sind, c = Ad, e = uf, c = ve. 
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42. Einem Kreise mit dem Radius r ist ein Trapez ein- 
geschrieben, und zwar gehören zu den parallelen Seiten a und 6 
desselben bezüglich die Centriwinkel Ze und 28: wie gross ist 
der Inhalt des Trapezes und der zur mittleren Sehne (ver- 
làngerten Mittellinie) gehorige Centriwinkel? 

43*). Einem Kreise sind drei aequidistante und parallele 
Sehnen eingezeichnet, von denen die beiden áusseren gleich a 
und b und ihr Abstand A gegeben sind: die mittlere Sehne æ 
zu bestimmen. 

44. (Verallgemeinert.) Einem Kreise sind drei parallele 
Sehnen eingezeichnet, 2a, 2b, 2c, deren Abstände (ab): (bc) 
sich verhalten wie A:w. Wie gross ist der Abstand Á der 
beiden àusseren Sehnen 2a und 2c? 


S 29. Das Viereck im Kreise und um den Kreis. 
a. Das Sehnenviereck. 


l. Gegeben von einem Viereck im Kreise eine Seite und 
die Winkel, welche sie mit den anstossenden Seiten und mit 
den beiden Diagonalen bildet: die Seiten und den Inhalt zu be- 
stimmen. 

2. Gegeben eine Diagonale und die Winkel, welche die 
andere Diagonale mit den Seiten bildet: die Seiten, die andere 
Diagonale, den Inhalt, den Radius des umschriebenen Kreises 
zu bestimmen. 

9. Gegeben der Inhalt und die Winkel, welche eine Seite 
mit den beiden anstossenden Seiten und den Diagonalen bildet: 
den Radius des umschriebenen Kreises zu bestimmen. 

4. Von einem Vierseit im Kreise gegeben zwei Seiten a 
und b, der eingeschlossene Winkel und die zugehórige Diago- 
nale: die übrigen Winkel zu bestimmen. 

9. Gegeben zwei Gegenseiten und die Winkel: die beiden 
anderen Seiten zu bestimmen. Gegeben a = 5, c — 3 und die 
Winkel an c gleich 100? und 53%. 

6. Gegeben der Radius r des umschriebenen Kreises, eine 
Seite und die beiden ihr anliegenden Winkel: die fehlenden 
Seiten zu bestimmen. 

4.  (Anschl) Von einem Sehnenviereck gegeben zwei 
Gegenseiten und die Winkel an einer an derselben: den Radius 
zu bestimmen, die beiden anderen Seiten und den Inhalt. Das 
Viereck zu construiren. 


*) Aufg. 43 dient zur Berechnung des Inhaltes eines Kugelabschnittes. 
Hermes, trigon. Aufgaben. 7 
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8. (Anschl) Gegeben zwei Gegenseiten und die Winkel, 
welehe die Diagonalen mit einer derselben bilden: den Radius 
des umschriebenen Kreises und die Diagonalen zu bestimmen. 


9. (Anschl) Gegeben die beiden Diagonalen und die 
Winkel einer derselben mit zwei Gegenseiten. 


10. Den Inhalt zu bestimmen eines Vierecks, von welchem 
eine Diagonale e, deren Winkel mit den Seiten in einem Eck- 
punkte œ, und œ, und der Radius 7 des umschriebenen Kreises 
gegeben sind. 


11. Gegeben drei Seiten eines Sehnenvierecks und der 
Winkel, welchen die mittelste von ihnen (verlängert) mit der 
vierten Seite bildet: die vierte Seite und die Winkel zu berech- 
nen. Gegeben a=3; b — 5; c=13; 4 (b, d) =s — 14? 15'. 

19. Gegeben zwei Gegenseiten, eine Diagonale und der 
Winkel beider Diagonalen: gesucht die fehlenden Seiten und 
Winkel des Vierecks. a = 38; c= 4; e— 4,5; (e, f) = 90? = 0. 

13. Den Winkel der beiden Diagonalen zu bestimmen, 
wenn zwei Gegenseiten und die Winkel des Sehnenvierecks ge- 
geben sind. 


14. Die Winkel zu bestimmen eines Vierecks im Kreise, 
von welchem die Verhältnisse der vier perten gegeben sind. 
Gegeben a:b:c:d=a:B:y:ð. 


15. Wie Aufg. 14; jedoch sollen die Verháltnisse zweier 
Gegenseiten und der Diagonalen gegeben sein, nämlich 
Be Far: 62D. 

(Anschl.) Wie Aufg, 14; jedoch sollen gegeben sein 
die Verhältnisse der Dreiecke, in welche das Viereck durch die 
Diagonalen getheilt wird, und das zweier anstossenden Seiten: 

a 


sm E 
nàmlich Eg Fa Fr: 


17. Gegeben der Winkel der beiden Diagonalen = 4, die 
Winkel der Gegenseitenpaare, w und v, und der Radius v des 
umschriebenen Kreises: die Seiten, die Diagonalen und den In- 
halt zu bestimmen. 


18. (Anschl) Wie Aufg. 17; jedoch ist statt r eine Seite 
des Vierecks gegeben. 


19. (Anschl) Wie Aufg. 17; jedoch ist statt x der Inhalt 
des Vierecks gegeben. 
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20. Von einem Vierseit im Kreise gegeben der Winkel 
zweier Gegenseiten, die Summe der beiden anderen Gegenseiten 
und der Winkel der beiden Diagonalen: den Radius zu bestimmen. 


21. Gegeben die Winkel der beiden Gegenseitenpaare und 
die Differenz der beiden Diagonalen: den Radius des umschriebenen 
Kreises zu berechnen. 


22. Wie Aufg. 21; jedoch sollen ausser den Winkeln der 
Gegenseitenpaare die Winkel der beiden Diagonalen und die 
Differenz der beiden Dreiecke gegeben sein, in welche das 
Viereck durch eine Diagonale getheilt wird. 


23. Gegeben der Radius r des umschriebenen Kreises 
und die Winkel, welche die Radien nach den Ecken mit ein- 
ander bilden, Ze, 28, 2y, 20: den Inhalt zu bestimmeu durch 
Summation der Bestimmungsdreiecke. 


29a. (Anschl.) Die Seiten eines convexen Vierecks sind 
vier Diagonalen eines regelmássigen Vielecks, welche bezüglich 
eine, zwel, drei, vier Ecken desselben abschneiden: den Inhalt 
zu bestimmen, wenn der Radius * des umschriebenen Kreises 
gegeben ist. 

24. Wie Aufg. 23; jedoch soll der Inhalt dureh Summation 
zweier durch eine Diagonale des Vierecks entstehenden Dreiecke 
dargestellt werden. (Welche trigonometrische Formel ergiebt sich 
dureh Vergleichung der Resultate in Aufg. 23 und 24?) 

25. Durch den trigonometrischen Zusammenhang zwischen 
den zu den Seiten und Diagonalen eines Vierseits im Kreise 
gehórigen Centriwinkeln die Richtigkeit nachzuweisen des Ptole- 
mäischen Satzes a:c+b:d=e-f. 

26. Zu beweisen, dass in jedem Kreissehnenviereck das 
Rechteck der beiden Diagonalen viermal so gross ist als die 
Summe der Rechtecke der vom Mittelpunkt M des Kreises auf 
die Gegenseiten gefallten Lothepaare. 

26a. Ebenso, dass das Rechteck der Lothe von M auf zwei 
Gegenseiten, vermindert um das Rechteck der Lothe auf die 
Diagonalen, ein Viertel so gross ist als das Rechteck der Lothe 
auf die beiden anderen Gegenseiten. 

21. (Ansehl.) Welche Eigenschaft des Kreissehnenvierecks 
ergiebt sich aus der Entwickelung des Ausdrucks: 

sin 2« + sin 28 — sin 2y — sin 20 ($ 6, Aufg. 3), 
wenn 24, 28, 2y, 20 die zu den auf einander folgenden Seiten 


a, b, c, d gehórigen Centriwinkel sind? y 
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28. Wie Aufg. 27; jedoch soll die Formel: 


sin y * cos œ — sin ð + cos ß = sin (æ + 8) - cos (y + B) 
der Darstellung zu Grunde liegen? 


29. Wie Aufg. 27; geometrisch darzustellen sei jedoch die 
sich durch Entwickelung von sin (æ + y) = sin ($ + ð) ergebende 
Formel. 


b. Das Tangentenviereck. 


30. Von einem Tangentenviereck gegeben der Radius Q 
und die Winkel: die Seiten zu bestimmen, die Summe der 
Gegenseiten und den Inhalt. (Vergl. $ 35, Aufg. 34). 


30a. Geometrisch darzustellen die Richtigkeit der Be- 
ziehung zwischen den Winkeln eines Vierecks 

ð 

SÉ gg TT ap 


ð 
etg S. + ctg By te + ctg == 
2 e " e sing sin Í sin“ - sin — 

uu hri LL LUGD 

91. Gegeben eine Seite und die Winkel: den Radius Q 
und den Inhalt zu bestimmen. 

92. Gegeben der Umfang 2s eines Tangentenvierecks und 
die Winkel: ọ und den Inhalt zu bestimmen. 


33. Gegeben der Inhalt und die Winkel: Q zu bestimmen. 


34. Gegeben der Radius g und die Winkel: die Berührungs- 
sehnen zu bestimmen und den Inhalt des durch sie gebildeten 
eingeschriebenen Vierecks. 


35. (Anschl.) Aus dem Inhalt f/ und den Winkeln eines 
Tangentenvierecks den Inhalt fl} des durch die Berührungssehnen 
gebildeten eingeschriebenen Vierecks zu bestimmen. 


36. Geometrisch zu ale die Gleichung 
ð 
Á 2 sin T ($ 6, Aufg. 9) 


a B 

sin — + sin 5 sin — + sin- Deg 
2 a 2 2 

wenn @, A /, Ó die auf m x folgenden Winkel eines 

Tangentenvierecks sind. 


91. Ebenso unter derselben Voraussetzung die Gleichung 
sin * sin $t W£ . ii eia SER . sin ET. 


2 2 2 
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38. Von einem Tangentenviereck gegeben zwei Gegen- 
seiten und die beiden der einen von ihnen anliegenden Winkel: 
die beiden anderen Gegenseiten zu bestimmen. 

Gegeben a=5, c=3, (d, aa —=«—70°, (a, b) — Bass HUE, 


99. Gegeben zwei Gegenseiten und die einer dritten Seite 
anliegenden Winkel: die beiden fehlenden Winkel zu bestimmen. 
Gegeben a= 5, c=3, (a, 0) = Be 809, (b, 6) =y= 1209. 


40. (Quadratisches Problem). Gegeben zwei Seiten a und b, 
der eingeschlossene Winkel $ und der Gegenwinkel d: gesucht 
die Gegenseite von a. 


41. (Anschl.) Zu beweisen, dass in einem Tangenten- 
viereck die durch eine Diagonale sich ergebenden Theile des 
Vierecks sich wie die Cotangenten der halben, nicht durch- 
schnittenen Winkel verhalten. 


42. Gegeben zwei Gegenwinkel und die einen dritten Winkel 
einschliessenden Seiten: die fehlenden Seiten zu bestimmen. 


49. Die Gegenwinkel « und y eines Vierecks werden 
durch die Diagonale AC in die Stücke æ,, %, und y,, y, getheilt, 
wo «, und y,, sowie Ge und y, bezüglich demselben Dreieck zu- 
gehóren: welche Beziehung findet zwischen diesen Winkeln statt, 
wenn das Viereck ein Tangentenviereck sein soll? 


44. (Anschl.) Zu beweisen, dass wenn man den durch 
eine Diagonale eines Tangentenvierecks bestimmten Theildreiecken 
Kreise einzeichnet, diese auf der Diagonale denselben Berührungs- 
punkt haben. 


45. Aus dem Radius des eingeschriebenen Kreises und 
zwei Gegenwinkeln die Differenzen zu bestimmen der die nicht 
gegebenen Winkel einschliessenden Seiten. 


46.. Gegeben drei Seiten und ein Winkel: den Gegen- 
winkel und Q zu bestimmen; 


a==4, b == 15 (do 8), :(a; D) m == 48. 


47. In einem Kreise mit dem Radius ọ sind zwei parallele 
Sehnen gezogen, zu denen die Centriwinkel 22 und 28 gehören, 
und in den Endpunkten derselben die Tangenten gezeichnet: 
wie gross sind die Diagonalen und der Inhalt des durch diese 
Tangenten bestimmten Vierecks? 
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48. Die Tangenten in den Eckpunkten eines Kreissehnen- 
vierecks sind die Seiten eines dem Kreise umschriebenen Vierecks, 
die Seiten desselben zu bestimmen, wenn der Radius r und die 
zu den Seiten des Vierecks gehórigen Centriwinkel 22, 28, 2y, 20 
gegeben sind. 

49. (Anschl) Die Summen der Gegenseitenpaare des um- 
schriebenen Vierecks zu bestimmen. 

50. (Anschl.) Den Inhalt des Tangentenvierecks A,B,C,D: 
vermittelst o darzustellen als Summe der Dreiecke 4,MB,, B,MC,, 
C,MD,, D,MA,, wo M der Mittelpunkt des Kreises ist, und das 
dadurch gewonnene Resultat mit dem von Aufgabe 30 zu ver- 
gleichen. ` (S. auch Aufg. 30a). 


51. Den Inhalt zu bestimmen eines Vierecks, welchem 
sich ein Kreis einschreiben und umschreiben làsst, wenn gegeben 
sind der Radius Q des eingeschriebenen Kreises und zwei einer 
Seite anliegende Winkel. (Vergl. $ 35, Aufg. 32). 


52. (Anschl) Wie Aufg. 51; jedoch soll r, der Radius 
des umschriebenen Kreises, bestimmt werden. 


53. (Anschl.) Den Radius ọ zu bestimmen, wenn 7 und 
die Winkel gegeben sind. 


54. (Anschl.) Einem Kreise mit dem Radius o ist ein 
Viereck umgeschrieben, welches zugleich einem Kreise mit dem 
Radius r eingeschrieben ist: die Winkel zu bestimmen, wenn zwei 
Gegenseiten sich (verlàngert) unter dem Winkel e durchschneiden. 


55. (Anschl.) Einem Kreise mit dem Radius ọ soll ein 
Kreissehnenviereck umschrieben werden, von welchem der Umfang 
und der Winkel gegeben sind, unter dem zwei Gegenseiten sich 
verlàngert schneiden: die Winkel des Vierecks zu bestimmen. 

Gegeben ọ = 1, $— 6, s= AUT, 


56. Von einem Viereck, welches centrisch ist in Beziehung 
auf Seiten und Ecken, gegeben die Radien r und ọ und ein 
Winkel: die übrigen Winkel und die Seiten zu berechnen. 

Gegeben r= 10, ọ — 7, œ = 84°. (Determination). 


57. Sind d und ð bezüglich. der Durchmesser des um- 
schriebenen und der des eingeschriebenen Kreises eines Vierecks, 
e und f seine Diagonalen: so soll bewiesen werden, dass 

ef d? 
ð? ef 


= Í. 
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58. ` (Anschl.) Von einem Viereck, welches centrisch ist 
in Beziehung auf Seiten und Ecken, gegeben 7 und o, die Radien 
des um- und eingeschriebenen Kreises, und der Winkel beider 
Diagonalen: den Inhalt zu bestimmen. 


99. (Anschl) Wie Aufg. 58; jedoch sollen der Inhalt, 
der Winkel der beiden Diagonalen und r gegeben sein: den 
Radius Q zu bestimmen. à 


$ 30. Das allgemeine Viereck. 


1. Von einem Viereck gegeben zwei anstossende Seiten 
und die Winkel: die fehlenden Seiten und den Inhalt zu be- 
stimmen. Gegeben a= 10; 5 —18; (d, a) =æ œ = 120?20'; 
(a, 0) æfi 85?; (b; 0) —— y == 110€. 

2. (Anschl.) Gegeben der Inhalt eines Vierecks, zwei an- 
stossende Seiten und die beiden ihnen anliegenden Gegenwinkel: 
flz5"5;a423, bed = HUS TR ðU" 

2a. (Anschl) Gegeben der Inhalt eines Vierecks, zwei 
anstossende Seiten, der von ihnen eingeschlossene und der diesem 
gegenüberliegende Winkel. Gegeben fl=9; a=3; b=4; 
Bem 109; de: 1007. 

3. Von einem Viereck gegeben zwei anstossende Seiten 
und die Winkel: die mit den ersteren in derselben Ecke zu- 
sammenstossende Diagonale und den Winkel beider Diagonalen 
zu bestimmen. 


4. Gegeben zwei Gegenseiten und die Winkel: gesucht die 
beiden anderen Seiten und den Inhalt. 


5. Seiten und Inhalt eines Vierecks zu bestimmen, in 
welchem zwei Gegenseiten einander gleich sind und zugleich 
mit den Winkeln gegeben sind. 


6. Zwischen zwei Seiten eines gegebenen Dreiecks sol! 
dureh eine Linie c von gegebener Lánge ein Viereck von ge- 
gebener Grösse abgeschnitten werden: welche Winkel bildet c 
mit den durchschnittenen Seiten? 


7. Gegeben die beiden Diagonalen eines Vierecks und 
die Winkel, welche dieselben mit zwei Gegenseiten bilden: diese 
Seiten zu bestimmen. 


8. Gegeben drei Seiten und die beiden von. ihnen ein- 
geschlossenen Winkel: die vierte Seite, die fehlenden Winkel 
und den Inhalt zu bestimmen. 
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9. Gegeben drei Seiten und die der vierten anliegenden 
Winkel: gesucht die vierte Seite. 


10. Gegeben zwei Gegenseiten, eine Diagonale und die 
Winkel der zweiten Diagonale mit den gegebenen Seiten: ge- 
sucht die zweite Diagonale. 


11. Gegeben drei Seiten und zwei Gegenwinkel: gesucht 
die vierte Seite und die fehlenden Winkel. 


12. Gegeben drei Seiten und die beiden einer derselben, 
und zwar einer der in ihrer Aufeinanderfolge àusseren, an- 
liegenden Winkel: gesucht die vierte Seite und die fehlenden 
Winkel. 


13. Gegeben die vier Seiten und ein Winkel: gesucht der 
Gegenwinkel und der Inhalt. 


14. Gegeben die vier Seiten und der Winkel s zweier 
Gegenseiten: gesucht die Winkel. Gegeben a= 4; b= D: 
dess scd es 3; (a hm Ja ose WB. 


15. (Anschl.) Gegeben zwei Gegenseiten, die beiden Dia- 


gonalen und ihr Winkel: gesucht ein Winkel des Vierecks. 
Gegeben 2226; c==48; DB=f= 5; AG; me — 144200. 


16. Welche Gleichung besteht zwischen den Seiten und 
Diagonalen eines Vierecks? 


17. (Anschl) Von einem Viereck gegeben drei Seiten und 
die Diagonalen: die vierte Seite zu bestimmen, algebraisch und 
numerisch für die Werthe a —2, b — 3, c= 5, e— 6, f= 4. 

18. (Anschl.) Das Quadrat einer Vierecksseite auszu- 
drücken dureh Vermittelung der aus den drei anderen Seiten und 
den beiden Diagonalen zu bildenden beiden Dreiecke. 


19. (Anschl.) Die vierte Seite eines Vierecks darzustellen, 
wenn die aus den drei anderen Seiten und den beiden Diagona- 
len gebildeten beiden Dreiecke einander gleich sind. 


19a. (Anschl.) Welches ist der Ausdruck für die vierte 
Seite eines Vierecks, wenn die Summe der Quadrate der beiden 
Diagonalen gleieh ist der Summe der Quadrate der beiden ge- 
gebenen Gegenseiten? 

20. Ueber derselben Seite BC=a sind zwei Dreiecke 
BCA und BCA, errichtet, deren Winkel gegeben sind, námlich 
ABC=ß, ACB=y, A,BC=f8,, 4,0B=y;: wie verhält sich 
die Verbindungslinie der Spitzen AA, zu BC? 
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21. (Anschl.) Wie Aufg. 20; jedoch soll das Verháltniss 
bestimmt werden von BA, zu CA, wenn Á, der Schnittpunkt 
ist von AA, mit BC. (Vergl. $ 33, Aufg. 22.) 

22. (Anschl.) Ein Viereck besteht aus den über der 
Diagonale BC construirten Dreiecken BCA und BCA,, deren 
Winkel (vergl. Aufg. 20) bekannt seien: in welchem Verhält- 
niss werden durch die Verbindungslinie AA, die beiden Winkel 
A und A, getheilt? 

23. (Anschl) Ueber derselben Basis BC sind zwei Drei- 
ecke construirt, BCA und BCA,: den Winkel zu bestimmen, 
welchen die Verbindungslinie AA, mit BC bildet. 


Aufgaben aus der praktischen Geometrie. 

24. Die Entfernung zu bestimmen zweier für einander un- 
zugänglichen Punkte A und B auf dem Felde, deren Entfernun- 
gen von zwei anderen Punkten, C und JD, den Stationen, man 
messen kann. Gegeben CD = 307m; CA = 547m; CB—985m; 
DA= 1603 m; DB = 125m. 

25. Die Entfernung zu bestimmen zweier unzugánglichen 
Punkte Á und B, welche sich von den beiden Stationspunkten 
C und D aus beobachten lassen. Gegeben CD = 375m; 
ACD= 1109; BCD=37%40'; ADC —38?30'; BDC =111930". 

26. (Das Pothenot’sche Problem). Man kennt die gegen- 
seitige Lage dreier unzugänglichen Punkte A, B, C auf dem 
Felde: ihre Entfernung von einem vierten Punkte D zu be- 
stimmen, von dem aus sich die Winkel der Visirlinien nach 
den ersten Punkten hin messen lassen. Gegeben BC = a = 
= 757,15m; AC —D2-8496m; A BOCA — y = 89?25,4'; 
4 BDC = «= 40° 9,5'; Á ADC = f = 45° 9,1'. 

27. Wie Aufg. 26; jedoch sollen die Winkel der Visir- 
linien von D aus, BDC und ADC, einander gleich sein und UD 
den Winkel ACB in zwei Stücke theilen, welche sich wie 3:4 
verhalten. Gegeben BC = 300m; CA —400m; y = 105? 
(BCD — 459). ER a 

28. Im Viereck ABCD mit den Seiten AB — a, BC = b, 
CD =c, DA=d mögen durch die Diagonalen AC =e und 
BD =f die Winkel «a, f, y, ð bezüglich in die Theile (d, e) = «y, 
(e a) = %, (a,f)=8,, (fb) = Bo, (be) y, (e, ce) = fa 
(e, f) = ð,, (f, d) = ô, zerlegt werden: nachzuweisen, dass 

sin œ, . sin $, - sin y, - sind, = sin a, - sin $, - sin y, - sin 0,.*) 

*) Die Lösung der Aufgabe, aus den Winkeln e, fis Yv 9, die 

übrigen zu bestimmen, führt auf eine Gleichung von einem hóheren Grade. 
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29. Gegeben eine Seite und die vier an den Endpunkten 
der Gegenseite liegenden Winkel des Vierecks: diese Gegen- 
seite zu bestimmen. Gegeben (vergl. Aufgabe 28) a = 118, 
(b, e) = y; = 16, (e; e) =y, = 489, (e, f) = ð, = 32, 
(dj f) — 0, == 65°, 


30. In dem durch die Diagonale AC (Aufg.28) vom Viereck 
ABCD abgeschnittenen Dreieck ABC seien die Winkel gegeben, 
nämlich %,, B, y, und die Winkel am vierten Eckpunkt D, ð, 
und à: die Winkel DAB — « und DCB =y zu bestimmen. 


91. Von einem Viereck (Aufg. 28) gegeben die Winkel 
Œ», B, Yp d. h. die Winkel eines durch zwei Seiten und eine 
Diagonale gebildeten Dreiecks, die zweite Diagonale. und die am 
anderen Endpunkt D derselben liegenden Winkel ð, und d: 
die erste Diagonale zu berechnen. Gegeben «,— 50°, $— 4809, 


(y,—309), ð, = 32°, ð, = 28°, BD = f = 390. 


32. (Anschl) Ausser den Winkeln des Dreiecks ABC, 
nämlich &, B, Yı, seien gegeben die Winkel c, = (d, e) und 
ð, = (c, f): gesucht die Winkel AUD =z und ADB — uú. 


33. (Anschl) Ausser den Winkeln des Dreiecks ABC, 
nämlich os, f, y,, seien gegeben die Winkel $, = (a, f) und 
ò= (c, d): gesucht die Winkel (d, e) — v und (c, e) = w. 

94. (Anschl.) Vom Viereck ABCD, dessen Diagonalen 
AC und BD sich rechtwinklig durchschneiden, sind gegeben die 


Winkel des Dreiecks ABC, nämlich œ, P, y, und der Winkel 
(c, d) — ð: die übrigen Winkel zu bestimmen. 


35. Von einem Viereck ABCD gegeben die Winkel, 
welche eine Seite AB mit den beiden anderen Seiten bildet, 
DAB=a und CBA=B, und mit den beiden Diagonalen, 
CAB=«, und DBA=8,: die übrigen Winkel der Seiten 
und Diagonalen zu bestimmen. Gegeben œ = 120°, 9 — 40°, 
a == 100°, Bes 808; 

36. (Anschl) In welchem Verháltniss durchschneiden sich 
die beiden Diagonalen AC und BD im Punkte L? 


37. (Anschl) In welchem Verhältniss durchsehneiden sich 
hinreichend verlängert die Gegenseitenpaare? 


98. (Ansehl) Unter welchem Winkel schneiden sich die 
Gegenseitenpaare? 
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39. Von einem Viereck gegeben das Verháltniss von drei 
auf einander folgenden Seiten a:b:c=4:p:v, die einge- 
schlossenen Winkel (a, 5) — 8 und (b, c) — y und der Inhalt 
fl—9?: die Seiten zu bestimmen. (Vergl. Aufg. 8.) 

Geg. k= 1, p=2, 928, g—201, 825 10089) 9 1109. 

40. Gegeben das Verháltniss von drei in einem Punkte D 
zusammenstossenden Linien AD: BD:CD = Á:u:v und der 
Winkel ð, unter welchem die beiden äusseren dieser Linien, 
AD und CD, zusammentreffen: die Winkel zu bestimmen der 
Linie BD mit AD und CD, wenn der Inhalt des Vierecks ABCD 
so gross sein soll als das aus den Linien AD, BD, CD zu 
bildende Dreieck. Gegeben 4¿:4:v=3:4:5; ð= 120°. 

41. Wie Aufgabe 40; jedoch soll der Winkel ABC ein 
rechter sein. Gegeben 4¿:4:»=1:2:3; 0 — 120°. 


42. Wie Aufg. 40; jedoch soll das Dreieck ABC gleich- 
seitig sein. (Cubische Gleichung). 


49. In einem Viereck sind zwei Gegenwinkel (8 und ð) 
einander gleich und wird die zugehórige Diagonale BD durch 
die andere AC halbirt: die Winkel zu bestimmen, wenn die 
Verhältnisse der Abschnitte der Diagonalen gegeben sind: 

AD: BE: CL? DL: pw: lt. 

44. (Allgemeiner) Von einem Viereck gegeben die Ver- 
háltnisse der Abschnitte der beiden Diagonalen: 

AL: CLS A h Bb:DLezb:m,Ab:BbR4tE 
und zwei Gegenwinkel ABC — 8 und ADC =ð von gleicher 
Grósse: den Winkel der beiden Diagonalen zu bestimmen. 
(Cubische Gleichung). 


(Anhang zu Cap. II, C). 


§ 31. Regelmássige Vielecke, Sternvielecke. 
(Vergl. $ 16.) 


1. Von einem regelmássigen n-Eck gegeben die Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte zweier anstossenden Seiten gleich a: den 
Inhalt zu bestimmen, algebraisch und numerisch für a? = 13 
und n= 32. 

2. Von einem regelmássigen n-Eck gegeben die Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte einer ersten und dritten Seite (d. h. zweier 
Seiten mit Uebergehung der dazwischenliegenden Seite) gleich a: 
die Seite zu bestimmen. 
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3. Aus der Seite eines regelmässigen n-Ecks die Ver- 
bindungslinien zu bestimmen der Mittelpunkte einer ersten und 
zweiten, einer ersten und dritten, einer ersten und vierten, ... 
einer ersten und Aten Seite, so dass zuletzt (k — 2) Seiten da- 
zwischen liegen. 


4. Die Summe zu bestimmen der sámmtlichen Seiten und 
Diagonalen eines regelmássigen Fúnfecks in einem Kreise mit 
dem Radius r. 


5. Wie Aufg. 4; jedoch soll das regelmássige Fúnfeck 
durch ein regelmàssiges Elfeck ersetzt werden. 


6. Die Summe zu bestimmen der von einem Eckpunkte 
aus gezogenen Seiten und Diagonalen eines regelmässigen n-Ecks 
in einem Kreise mit dem Radius 7. 


7. (Anschl) Die Summe zu bestimmen der sümmtlichen 
vom Mittelpunkte auf die von einem Eckpunkte aus gezogenen 
Seiten und Diagonalen gefállten Lothe für ein regelmàssiges n- Eck, 
von welchem r gegeben ist. 


8. Ein beliebiger Punkt P der Peripherie des einem 
regelmássigen n-Eck umschriebenen Kreises ist mit den sàmmt- 
lichen Ecken des n-Ecks verbunden: die Summe dieser Ver- 
bindungslinien zu bestimmen, wenn r gegeben ist und durch P 
der Bogen zwischen den zunàchst gelegenen Ecken des Vielecks 
im Verháltniss von A: getheilt wird. 


9. Die Lage dreier Punkte P, A und B auf der Peripherie 
eines um C mit dem Radius 7. beschriebenen Kreises ist bestimmt 
durch die zugehörigen Centriwinkel BC.4—28 und PCA-—2a: 
die Länge des von P auf AB gefällten Lothes zu bestimmen. 


10. (Anschl) Von P aus sind auf die von Á, einem 
Eckpunkte eines dem Kreise mit dem Radius r eingeschriebenen 
regelmässigen n- Ecks, aus gezogenen Seiten und Diagonalen 
Lothe gefállt: die Summe dieser Lothe zu bestimmen, gegeben 
der Centriwinkel PCA = Ze, 


11. Von einem Eckpunkte eines regelmässigen Fünfecks 
sind Lothe auf die Seiten gefällt: die Summe dieser Lothe zu 
bestimmen, wenn der Radius des umschriebenen Kreises r ge- 
geben ist. 


12. Wie Aufg. 11; jedoch soll das regelmässige Fünfeck 
durch ein regelmässiges n-Eck ersetzt werden. 
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13. Von einem Punkte P der Peripherie des umschriebenen 
Kreises sind auf die Seiten eines regelmässigen n-Ecks Lothe 
gefallt: die Summe dieser Lothe zu bestimmen, wenn r gegeben 
ist und die Lage des Punktes P über der Seite AB bestimmt 
ist durch den zu AP gehörigen Centriwinkel Ze. 


14. Durch zwei concentrische Kreise mit den Radien 
r=5 und o = 3 ist eine gerade Linie derartig hindurchgelegt, 
dass sie durch die beiden Peripherien in drei gleiche Theile 
getheilt ist, welche Centriwinkel gehören zu den abgeschnittenen 
Sehnen? 


15. Wie Aufg. 14; jedoch sollen die Abschnitte der geraden 
Linie sich wie 4:p4:4 verhalten. 


16. Gegeben der Inhalt eines regelmássigen n-Ecks gleich 
An: den Inhalt 42, des regelmässigen 2n- Ecks in demselben 
Kreise zu bestimmen. 


17. (Anschl.) Gegeben der Inhalt eines regelmässigen 
n-Ecks gleich 4,: den Inhalt 4, des regelmässigen kn-Ecks 
in demselben Kreise zu bestimmen. (Grenzfall für k= oo.) 


18. Gegeben der Inhalt eines regelmássigen Vielecks von 
n Seiten gleich 4,: den Inhalt des regelmássigen Vielecks von 
doppelter Seitenanzahl zu berechnen, dessen Seiten halb so gross 
sind als die des gegebenen. 


19. Einem regelmássigen Vieleck ist ein Kreis eingeschrieben 
und ein zweiter umgeschrieben: 'die Breite und den Inhalt des 
Ringes zwischen beiden Kreisen zu berechnen, wenn die Seite 
des Vielecks gleich a und der zugehórige Centriwinkel 2y 
gegeben sind. 


20. Man kennt von einem regelmássigen 2n-Eck die 
Seiten gleich a: die Seiten zu berechnen des regelmássigen 
eingeschriebenen n- Ecks, wenn dieselben den abwechselnden 
Seiten des ersteren parallel sein sollen. 


21. (Anschl) Einem regelmüssigen n-Eck ist ein regel- 
mässiges 2n-Eck derartig umgezeichnet, dass die Seiten desselben 
abwechselnd denen des ersten parallel sind: die Seiten des 
letzteren zu berechnen aus denen des ersteren. 
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22. Gegeben die Seite eines regelmássigen n-Ecks gleich a: 
die erste*), zweite, dritte, u. s. w. Diagonale zu bestimmen. 


23. Wenn man in den auf einander folgenden Ecken eines 
regelmässigen n-Ecks die ersten Diagonalen, die zweiten, die 
dritten u. s. w. (Aufg. 22) zieht, so schneiden sich die ersteren auf 
einem Kreise mit dem Radius 7,, die zweiten auf einem Kreise 
mit dem Radius 7, u. s. w.: diese Radien zu bestimmen, wenn 
r der Radius des umschriebenen Kreises gegeben ist. 


24. Den Radius des einem regelmässigen Achteck ein- 
geschriebenen Kreises zu bestimmen, wenn die ersten Diagonalen 
desselben die Lànge a haben. 


25. Die Seite eines regelmässigen 7«-Ecks sei gleich a 
gegeben: die Seiten zu bestimmen des durch die ersten Diagonalen 
gebildeten Vielecks. 

26. Wie Aufg. 25; jedoch sollen die Seiten der durch die 
zweiten, durch die dritten u. s. w. Diagonalen gebildeten Viel- 
ecke bestimmt werden. 

27. Der Inhalt eines regelmässigen Siebenecks ist gleich 
10 gegeben: wie gross ist der Inhalt des durch die ersten 
Diagonalen desselben gebildeten Siebenecks? 


28. Der Inhalt eines regelmässigen n-Ecks ist gleich /„ ge- 
geben: wie gross ist der Inhalt 42, des durch zweiten Diagonalen 
gebildeten n-Ecks? 

29. Der Inhalt eines regelmássigen Elfecks ist gleich 20 
gegeben: wie gross ist der Inhalt des Kreises, welcher dem 
durch die dritten Diagonalen gebildeten regelmässigen Elfeck 
eingeschrieben ist? 

30. Den Inhalt zu berechnen eines Dreiecks, welches durch 
eine Seite, eine erste und eine zweite Diagonale eines regel- 
mässigen n-Ecks gebildet wird (n > 5); gegeben r. 

31. Wie Aufg. 30; jedoch soll das Dreieck durch eine 
erste, eine zweite und eine dritte Diagonale im n-Eck gebildet 
sein: wie gross ist die Seitenzahl des Vielecks? 


*) Als erste Diagonalen eines Vielecks werden solche be- 
zeichnet, welche einen ersten und dritten Eckpunkt desselben (vergl. Aufg. 2) 
verbinden, d. h. zwei Ecken des Vielecks, zwischen denen eine dritte liegt; 
ebenso werden durch zweite Diagonalen Ecken verbunden, zwischen 
denen zwei Ecken des Vielecks liegen u. s. w. Bei einem n-Eck ist also 
eine kte Diagonale zugleich eine n—k— 2)te Diagonale. 
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32. Wie Aufg. 30; jedoch soll das Dreieck eine Ate und 
pie Diagonale zu Seiten haben: von welcher Ordnung ist die 
dritte Seite, wenn n gegeben ist, und wie gross ist die Seiten- 
anzahl, wenn die dritte Seite des Dreiecks eine vte Diagonale 
sein soll? 


33. (Anschl.) Den Inhalt eines Dreiecks zu bestimmen, 
welches innerhalb eines regelmássigen n-Ecks, von welchem 7 
gegeben ist, durch eine Ate, pte und yte Diagonale gebildet 
wird, wo ¿+ u + v =n — 3 ist. 

34. (Anschl.) Den Inhalt eines Vierecks zu bestimmen, 
welches innerhalb eines regelmässigen n-Ecks, von welchem 
r gegeben ist, durch eine 4,te, Aste, A,te, Aude Diagonale gebildet 
wird, wo 4 + 44 + 4, + 4, — n — 4 ist. 

35. Man kann jedes regelmässige n-Eck E, wenn n7» 4 ist, 
ansehen als begrenzt durch die ersten Diagonalen eines zweiten 
n-Ecks E,, dessen Ecken sich ergeben durch die Durchschneidung 


der verlàngerten abwechselnden Seiten des ersteren. Wenn die 
o 


j 1 
Seite des Vielecks E gleich a gegeben ist und y — m 


, so Soll 


die Seite a, des àusseren Vielecks E, berechnet werden. 


36. In einem regelmássigen n-Eck E (n > 6) verlángert 
man die erste und vierte Seite bis zu ihrer Durchschneidung im 
Punkte A, und ebenso die zweite und fünfte Seite bis zur 
Durchschneidung in B und so allgemein jede kte und (k + 3)te 
Seite bis zur Durchschneidung, so ist AB=a, die Seite eines 
neuen, dem ersten concentrischen n-Ecks E,, dessen zweite 
Diagonalen durch die Seiten a des gegebenen n-Ecks E gebildet 
werden. Die Lange von az zu bestimmen. 


94. Die Seiten eines regelmássigen Sternpolygons*) bilden 
durch ihre Durchschneidung im Innern regelmássige Sternpolygone 
niederer Ordnungen: die Seiten der letzteren aus denen des 
ersteren zu bexechnen. 


*) Wenn man in einem regelmässigen Vieleck von ungerader Seiten- 
zahl von einem beliebigen Eckpunkte A aus die auf einanderfolgenden 
ersten Diagonalen zieht, so gelangt man nach einem zweimaligen Umgange 
zum Anfangspunkte A zurück und erhält ein sogenanntes Sternpolygon 
erster Ordnung von derselben Seitenanzahl als das gegebene Vieleck. 
Ebenso wird durch die aufeinanderfolgenden zweiten Diagonalen eines 
regelmässigen Vielecks, dessen Seitenzahl n nicht durch 3 theilbar ist, 
nach dreimaligem Umgange ein regelmässiges Sternpolygon der 
zweiten Ordnung von n Seiten gebildet u. s. w. 

Durch die Diagonalen eines regelmässigen Fünfecks wird höchstens 
ein Sternpolygon erster Ordnung gebildet, durch die des Siebenecks 
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——— 


38. (Allgemein) Gegeben die Seite @ eines n-seitigen 
Sternpolygons der kten Ordnung: die Seiten der inneren Polygone 
darzustellen. 

39. Durch die kten Diagonalen eines regelmássigen n-Ecks 
wird im innersten Cyklus ein regelmássiges n-Eck gebildet: aus 
der Seite a dieses letzteren die Seiten der ausserdem gebildeten 
Sternpolygone der verschiedenen Ordnungen zu bestimmen. 

40. (Anschl) Aus der Seite a des durch die kten Diagonalen 
eines regelmässigen n-Ecks E, gebildeten inneren n-Ecks E die 
Seite a, des n-Ecks E, zu berechnen. 

41. Die Seiten eines regelmässigen n-Ecks werden ver- 
längert bis zur Durchschneidung mit der Seite AB=a: die da- 
durch entstehenden Abschnitte dieser Seite zu bestimmen. 

42. Den Inhalt*) eines Sternpolygons erster Ordnung 
darzustellen, wenn die Verbindungslinie a zweier auf einander 


folgenden áusseren Ecken und der zu a gehörige halbe Centri- 
o 


winkel y — gegeben sind. 


n 
43. Wie Aufg. 42; jedoch soll der Inhalt eines Sternpolygons 
der zweiten Ordnung dargestellt werden. 


44. Wie Aufg. 42; jedoch soll der Inhalt eines Stern- 
polygons der kten Ordnung dargestellt werden. 


höchstens eines der zweiten Ordnung u. s. w, allgemein wird durch die 
Diagonalen eines regelmässigen (2n + 1) Ecks höchstens ein Sternvieleck 
der (n — l)ten Ordnung gebildet, und zwar durch seine Diagonalen der 
(n — 1)ten Ordnung. 

Ist die Seitenanzahl des gegebenen Vielecks eine zusammengesetzte 
Zahl, z. B. n=1.m, so zerfällt das Sternpolygon der (! — 1)ten Ordnung 
in /m-Ecke und ebenso das Sternpolygon der (m-1)ten Ordnung in m /-Ecke, 
welche selbst wieder Sternpolygone von verschiedener Ordnung sein können. 
Beispielsweise werden bei einem regelmüssigen 15-Eck durch die ersten 
Diagonalen ein Sternvieleck der ersten Ordnung, 

durch die 2ten Diagonalen 3 Fünfecke, 


$5 „ öten 5 ein Sternvieleck der 3ten Ordnung, 
ká „ ten » 5 Dreiecke, 
KR „ Sten »5 3 Sternfünfecke, 

„ Dien 7 ein Sternvieleck der 6ten Ordnung 


gebildet, 


*) Als Inhalt eines Sternpolygons soll diejenige sternförmige 
Figur gelten, welche von dem äusseren Umfange des Sternpolygons ein- 
geschlossen ist, also bei einem m-seitigen Sternpolygon der kten Ordnung 
diejenige 2n-seitige Figur, deren n &ussere Ecken die Ecken des gege- 
benen einfachen n-Ecks sind, deren Seiten ferner die kten Diagonalen sind 
durch die auf einander folgenden Ecken dieses n-Ecks, je bis zu ihrer 
Durchschneidung in den n inneren Ecken. 
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45. Den Umfang zu bestimmen eines Sternpolygons, wie 
es in Aufgabe 42 definirt ist, und zwar 
a. eines Sternpolygons der ersten Ordnung, 
b. der zweiten Ordnung, 
€. der kten Ordnung. 


46. Den Radius zu bestimmen des die inneren Ecken 
eines Sternpolygons der kten Ordnung (Aufg. 42) enthaltenden 
Kreises. 


47. Den Zusammenhang darzustellen zwischen dem Inhalt 
Á und dem inneren Radius r, (Aufg. 44) eines Sternpolygons, 
dessen àussere Spitzen die Ecken sind eines regelmássigen Viel- 
ecks V, wáhrend die inneren Ecken auf den Halbirungslinien 
der zu den Seiten des àusseren Vielecks V gehórigen Centriwinkel 
und auf einem concentrischen Kreise mit dem Radius 7, liegen. 


48. Bei einem regelmässigen n-Eck sind von den Ecken 
gleichschenklige Dreiecke abgeschnitten, so dass ein regelmässiges 
2n-Eck entsteht: die Seite dieses 2n-Ecks zu bestimmen, wenn 


4 i ; 180? 
die des n-Ecks gleich a gegeben ist und y = fct 


49. Die Ecken eines regelmässigen n-Ecks seien durch 
gleichschenklige Dreiecke in der Art abgestumpft, dass die ent- 
stehende 2n-seitige Figur abwechselnd die Seiten a und b hat: 
den Inhalt und den Radius des umschriebenen Kreises dieses 
halbregelmássigen 2n-Ecks zu bestimmen, wenn a, b und 
ny — 180? gegeben sind. 


50. Einem regelmássigen 3n-Eck ist ein (halbregelmassiges) 
2n- Eck in der Weise eingeschrieben, dass die auf einander 
folgenden Seiten des letzteren die Mitten zweier abwechselnden 
und dann zweier auf einander folgenden Seiten des ersteren 
verbinden. Den Inhalt des 2n-Ecks zu bestimmen, wenn die 
Seiten des 3n-Ecks gleich a gegeben sind und ny = 60°. 


91. Ueber der geraden Linie 4B als Sehne ist mit dem 
Radius r ein Kreisbogen construirt, und dieser durch die Punkte 
P,, P, P,...P, 4, in n gleiche Theile getheilt AP,=P,P,= 
=P,P,.. = P, QB. Es ist A mit P, 4 verbunden: die auf 
einander folgenden Stücke zu berechnen, in welche diese Ver- 
bindungslinie durch die Verbindungssehnen des Punktes D mit 
den Punkten P getheilt wird. Gegeben der zum nten Theil des 
Bogens AB gehörige Peripheriewinkel y. 

Hermes, trigon. Aufgaben. 8 
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59. Wie Aufg. 51; jedoch sollen die Abschnitte der Ver- 
bindungslinie AP„_2 durch die von B aus gezogenen Sehnen 
bestimmt werden. 

53. (Verallgemeinert). Wie Aufg. 51; jedoch sollen die 
Abschnitte der Verbindungslinie AP; durch die von B aus ge- 
zogenen Sehnen bestimmt werden. 

54. Wie Aufg. 53; jedoch sollen die Abschnitte von 
AP, in der Auswahl bestimmt werden, dass die zwischen den 
von B aus gezogenen Sehnen liegenden Bogen eine arith- 
metische Reihe bilden, und zwar sei D verbunden mit P,, P,, 
POP. WO mtr ist. 

55. (Anschl) Geometrisch zu interpretiren die einzelnen 
Summanden und die Summe der Reihe (vergl. $ 7, Aufg. 34): 

sin o sin (8 — c) sin (y — B) 


sin q:sin(g-]-«) CEET ui LE dae 1 


56. Ueber einer gewissen Basis 24 ist ein Fúnfeck con- 
struirt, dessen übrige Seiten einander gleich sind: den Inhalt 
des Fünfecks zu berechnen, wenn die Winkel desselben an der 
Basis gleich œ gegeben sind und die übrigen Winkel einander 
gleich sein sollen. 

57. Wie Aufg. 56; jedoch soll das Fünfeck durch ein 
n-Eck ersetzt werden. 


D. Zur Transversalentheorie. 


§ 32. Doppelverháltnisse. 


1. Sind durch einen Punkt P gerade, nach beiden Seiten 
hin unbegrenzte Linien gelegt, so werden durch die Schnittpunkte 
von je zwei derselben mit einer geraden Linie L, A und B, 
A und C, B und C, Á und D u. s. w. geradlinige Strecken AB, 
AC, BC, AÐ u. s. w. bestimmt. Bezeichnet man die Winkel 
APB, APC, ... kurz durch (AB), (AC),...so sollen die Brüche 

AB AC 


sin (AB)! sin (AC) ' ' 


durch PA, PB, PC, . . . und das von P auf L gefällte Loth 
h dargestellt werden. 
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2. (Anschl) Nachzuweisen, dass bei Anwendung derselben 
Bezeichnung wie in Aufg. 1, jede Beziehung zwischen Verhált- 
nissen von Produkten begrenzter Strecken einer geraden Linie L, 
in deren Ausdrücken dieselben Buchstaben in gleicher Anzahl 
vorkommen, sich ungeàndert auf die Sinus derjenigen Winkel 
übertragen làsst, unter denen von einem beliebigen Punkte P 
aus die entsprechenden Strecken erscheinen, — und umgekehrt. 
Im Besonderen also, dass folgende Beziehungen stattfinden: 

„CD sin (AB) + sin (CD). 
AC, BD sin (AC) - sin (BD)! 
AB. AC - DE sin CAD): sin (AC): sin (DE). 
AD- AE- BC ` sin( AD). sin (AE) - sin (BO)! 
AB + CD + AC- BD sin (AD) -sin(CD) + sin (AC) - sin (BD) 
AD - BC KC sin (AD) - sin (BC) 

Vorbemerkung. Durch vier Punkte einer geraden Linie 
A, B, C, D sind im Ganzen sechs begrenzte Strecken bestimmt; 
aus diesen Strecken lassen sich drei Produkte zu zwei bilden, 
welche keinen Eckpunkt gemeinschaftlich haben, und aus diesen 
Produkten zu zwei ferner drei Quotienten, welche den ent- 
sprechenden Quotienten der Produkte der Sinus der zugehörigen 
Winkel, unter dem die Strecken von einem beliebigen Punkte P 
der Ebene aus erscheinen, (Aufg. 2) gleich sind, nàmlich 

AB-CD AB.CD AC.BD 
AD. BC’ AC.BD’ AD.BC 
Jeder dieser Quotienten lässt sich ausserdem darstellen als Quotient 
zweier einfachen Verhältnisse von Paaren geradliniger Strecken, 
welche je einen Endpunkt gemeinschaftlich haben, z. B. ist 
AB.CD AB CB 
AD. BC AD CD 
d. h. gleich dem Quotienten des Verhältnisses der Abstände des 
Punktepaares A und C von dem Punktepaar B und D. Einen 
solchen Quotienten der Abstände zweier Punktepaare „einer 
geraden Linie nennt man (nach Steiner) ein Doppelverbált- 
niss, [Doppelschnittsverhältniss (Móbius), anharmonisches Ver- 
hàltniss (Chasles)] und die Punkte eines jeden Paares, — in 
dem gewählten Beispiel die Punkte A und C, sowie B und D — 
zugeordnete Punkte. 

Die vier Punkte 4, B, C, D lassen sich dreimal zu zwei 
Paaren zugeordneter Punkte zusammenstellen und gestatten dem- 
nach die Bildung von drei Doppelverhältnissen, welche sich 
(Aufg. 2) unmittelbar auf die Sinus der zugehórigen Winkel 
(AB), (AC) u. s. w. übertragen lassen. 

Ek 
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9. (Anschl.) Die Gleichungen zwischen den Doppelver- 
háltnissen der durch die Punkte 4, B, C, D bestimmten gerad- 
linigen Strecken und den Sinus der ihnen zugehórigen Winkel 
darzustellen. 

4. (Anschl) Durch einen beliebigen Punkt P seien nach 
den vier Punkten 4, B, C, D einer geraden Linie, welche con- 
jugirt harmonisch seien, und zwar Á, B, sowie C, D als zu- 
geordnete Punkte, gerade Linien gezogen: welche Beziehung 
besteht zwischen den Sinus der Winkel, welche die Linien PA 
und PB bezüglich mit PC und PD bilden? 


5. (Anschl.) Welche Beziehung findet statt zwischen den : 


Winkeln der Halbirungslinie des Winkels APB zweier har- 
monischen Strahlen mit den Strahlen PA, PB, PC, PD eines 
harmonischen Strahlenbündels? 


6. Durch einen beliebigen Punkt P sind nach vier Punkten 
A, B, C, D einer geraden Linie, von denen C in der Mitte von 
A und B liegt, gerade Linien gezogen: das Verháltniss von 
AD: BD durch die Sinus der Winkel auszudrücken, welche die 
Linien PA und PB mit PC und PD bilden. 


7. (Anschl) Durch den beliebigen Punkt P sind nach 
drei auf der geraden Linie L gegebenen Punkten A, B, C 
gerade Linien gezogen und PD parallel L: welche Beziehung 
findet statt zwischen den Strecken AC, BC und den Winkeln, 
welehe PA und PB mit PC und PD bilden? 


8. (Anschl.) Welche Beziehung findet zwischen den Winkeln 
statt, welche die Seiten a und b eines Dreiecks mit der Mittel- 
linie d zur Seite c und der durch C parallel zur Seite c ge- 
zogenen Linie e bilden? 


9. (Anschl.) Zu beweisen, dass die nicht parallelen Seiten 
eines Parallelogramms und die Diagonalen ihren Richtungen nach 
zugeordnet harmonisch sind. 


10. Wenn von den vier Linien, durch welche der Punkt P 
mit den Punkten A, B, C, D einer geraden Linie verbunden 
wird, die eine, PC, mit PA und PB gleiche Winkel bildet: 
welche Beziehung findet statt zwischen den Winkeln der Linie 
PD mit PA und PB und den Entfernungen der Punkte A und B 
bezüglich von C und D? 


11. (Anschl.) Zu beweisen, dass die Schenkel eines Winkels 


und die Halbirungslinie desselben, sowie die des Nebenwinkels 


zugeordnet harmonische Linien sind. 
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12. Wenn von den Verbindungslinien eines Punktes P mit 
den vier Punkten A, B, C, D einer geraden Linie zwei auf ein- 
ander senkrecht stehen, z. B. PC | PD: welche Beziehung findet 
statt zwischen den Winkeln dieser Linien bezüglich mit PA 
und PB und den Strecken AC und BC, AD und BD? 


19. (Anschl) Wenn von den Verbindungslinien des Punktes 
P mit zwei conjugirten harmonischen Punktepaaren A, D und 
C, D einer geraden Linie L zwei zugeordnete auf einander senk- 
recht stehen, z. B. PC | PD, so halbiren PC und PD den 
Winkel APB und seinen Nebenwinkel. 

14. Die durch vier auf einander folgende Punkte 4, B, C, D 
einer Geraden bestimmten Strecken AB, BC, CD werden von 
einem Punkte P aus unter demselben Winkel « gesehen: wie 
gross ist CD, wenn AB —a und BC =b gegeben sind? (Spe- 
zieller Fall a = b). 

15. (Anschl.) Die durch fünf auf einander folgende Punkte 
A, B, C, D, E einer Geraden bestimmten Strecken AB, BC, 
CD, DE werden von P aus unter demselben Winkel æ gesehen: 
wie gross ist DE, wenn AB = BC = a gegeben ist? 

16. (Ansehl) Wie Aufg. 15; jedoch sollen AB=a und 
BC = b gegeben sein. 


17. (Anschl.) In welchem Verhältniss stehen die beiden 
y b 
Strecken CD und DE in Aufg. 16 zu einander, wenn ee A 


gegeben ist? 


18. Die auf einander folgenden Stücke AB = BC = a 
und CD einer geraden Linie werden von einem Punkte P aus 
bezüglich unter den Winkeln œ, $, y gesehen: die Länge von 
CD zu bestimmen. 

19. (Anschl.) Wie Aufg. 18; jedoch sollen AB=a und 
BC=b gegeben sein. 

20. Von vier áquidistanten Punkten 4, B, C, D einer 
geraden Linie erscheinen von einem Punkte P ausserhalb die 
Strecken AB und BC bezüglich unter den Winkeln æ und f: 
unter welehem Winkel erscheint von P aus die Strecke CD? 
(Spezielle Annahme æ = f). 

21. Die Strecken AB, BC, CD einer geraden Linie er- 
scheinen von einem Punkte P aus unter gleichen Winkeln æ: 
wie gross ist die mittelste dieser Strecken, wenn die beiden 
áusseren gleich a gegeben sind? 
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22. Wie Aufg. 21; jedoch sollen die Winkel APB = c, 
BPC — y, CPD= « gegeben sein. 


29. Ein Winkel eines Dreiecks ist in drei gleiche Theile 
getheilt und zwar derartig, dass die Gegenseite in die auf ein- 
ander folgenden Abschnitte a, c, a zerfallt: wie gross ist der 
Winkel an der Spitze? 


24. (Anschl. Wie Aufg. 23; jedoch sollen die Abschnitte 
der Gegenseite auf einanderfolgend gleich a, b, c sein. 


25. Auf einer geraden Linie LL befinden sich der Reihe 
nach die Punkte A, B, C, D, so dass AB = CD = a ist: die 
Entfernung der beiden mittleren Punkte zu bestimmen, wenn die 
Winkel gegeben sind, unter denen die Punkte von einem ausser- 
halb L liegenden Punkte P aus erscheinen, nämlich APB = «e; 
BPC =y; CPD —f. (Vergl. Aufg. 36). 


26. (Anschl.) Wie Aufg. 25; jedoch sollen AB = a, 
CD — b gegeben sein. (Vergl. Aata. 37). 


27. Von einem Punkte P aus gesehen erscheinen von den 
Strecken AB =a, BC = c, CD — b einer geraden Linie die 
beiden äusseren AB und CD unter gleichen Winkeln œ: unter 
welchem Winkel erscheint von P aus die mittelste Strecke BC? 


28. (Anschl) Wie Aufg. 27; jedoch sind die Winkel 
APB — a, CPD= B gegeben. 


29. Ueber den Strecken AB, BC, CD einer geraden Linie 
sind zwei Systeme von drei Dreiecken construirt, welche je eine 
gemeinschaftliche Spitze, P und Q, haben: welche Beziehung 
besteht zwischen Winkeln APB = e, BPC = B, CPD = y, 
AQB — o,, BQC — fi, CQD = y,? 

30. (Anschl) Von den sechs Winkeln e, B, y, Gu Bi Yı 
sollen die fünf ersten gegeben sein: den sechsten zu bestimmen. 


91. Ueber der Sehne BC eines Kreises sind nach ent- 
gegengesetzten Seiten zwei Dreiecke BAC und BA,C errichtet, 
deren Ecken Á und A, auf der Peripherie liegen und mit den 
auf der gemeinschaftlichen Seite BC liegenden Punkten D und E 
verbunden sind: wenn nunmehr die äusseren Winkel BAD — « und 
EAC = y, sowie BA,D— a, und EA,C=y, gegeben sind, die 
inneren Winkel DAE und DA,E zu bestimmen. 

32. Der Punkt P ist mit den vier Punkten 4, B, C, D 
einer geraden Linie verbunden, so dass Winkel APB = a, 
BPC — y, CPD — 8 und PB — í. PC gegeben sind: das Ver- 
hältniss AB: CD zu bestimmen. 
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33. (Anschl.) Wie Aufg. 32; jedoch ist ausser den Winkeln 
e, B, y das Verháltniss AB=w-CD gegeben und das Verhältniss 
PB: PC zu bestimmen. 

34. Drei Linien AP, BP, CP schneiden sich unter den 
Winkeln APB=4, BPC =p: es soll durch sie eine gerade 
Linie ABC gelegt werden, so dass AB = BC ist: die Winkel 
PAB = œ, PBC= f, PCA= y zu bestimmen. 


35. (Anschl.) Wie Aufg. 34; jedoch soll die Bedingung 
AB d. BC erfüllt werden, wo óZ 1 ist. 

96. Vier Linien AP, BP, CP, DP schneiden sich der 
Reihe nach unter den Winkeln APB=a«, BPC=y, CPD—f: 
welche Beziehung findet zwischen den Winkeln A, B, C, D 
statt, welche eine beliebige Gerade mit den vier Strahlen bildet, 
wenn die àusseren Abschnitte 4B und CD einander gleich sein: 
sollen? (Vergl. Aufg. 25). 

91. (Anschl) Wie Aufg. 36; jedoch soll die Bedingung 
AB = A: CD erfüllt werden. (Vergl. Aufg. 26). 


98. Wenn man von einem Punkte P aus vier gerade 
Linien zieht PA, PB, PC, PD, so kann man ihre Winkel, 
welche keinen Schenkel gemeinschaftlich haben, paarweise in 
drei Gruppen zusammenstellen, 

. CAB) und (CD), (AC) und (BD), (AD) und (BC), 
von welchen die Winkel der einen Gruppe theilweise in ein- 
andergreifen: es seien dieselben (AC) und (BD), so ist zu beweisen, 
dass sin (AC) - sin (BD) = sin (AB) - sin (C.D)+ sin (AD) - sin (BC). 


39. (Anschl) Aus der in Aufg. 38 dargestellten Relation 
die Formel für 
sin (æ + f), cos (æ — B), sin (æ — f), cos (e + f) 
zu entwickeln. . 
40. (Ansehl) Es seien œ, B, y beliebige Winkel, so hat 
man (Vergl. $ 4, Aufg. 46—50) 
a. sin(«-]- B):sin(B -]- y) — sinf- sin (x+ B 4- y) — sin «:siny. 
(Vergl. $ 37, Aufg. 51). 
b. cos(e-- 8)-cos(B -4]- y) — cos B- cos (a B + y) — sin «sin. 
€. cos(@+ B)-cos(B +Y) + sin f- sin (x+ 8 -]- y) =cosa:cosy. 
d. sin(«-l- f). sin (f -]- y) + cos f- cos (e + 8 ]- y) — cosa cosy. 
41. (Anschl) Welche andere Form gewinnt der Satz in 
Aufg. 38, wenn man P als Punkt der Peripherie und PA, PB, 
PC, PD als Sehnen eines Kreises annimmt? (Ptolemàischer 
Satz). 
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42. (Anschl.) Wenn man über den Seiten und Diagonalen 
eines Kreissehnenvierecks Dreiecke construirt, deren gemeinschaft- 
liche Spitze ein beliebiger Punkt P der Ebene des Vierecks ist, 
so ist das Produkt der beiden Dreiecke über den Diagonalen 
gleich der Summe der Produkte der Dreiecke über den Gegen- 
seitenpaaren. 


49. Sind A, B, C, D vier Punkte einer Kreisperipherie, 
$0 haben für einen beliebigen fünften Punkt P des Kreises die 
den vier Strahlen 

PA, PB, PC, PD 


zukommenden Doppelverhàltnisse einen constanten Werth. 


§ 33. Transversalentheorie. 


Vorbemerkung. 


Wenn man die Seiten einer geradlinigen Figur beliebig 
verlàngert und durch dieselben eine unbegrenzte gerade Linie, 
eine Transversale, legt, so wird jede Seite in einem be- 
stimmten Punkte, der möglichen Falls im Unendlichen liegt, 
durchschnitten und kommt demnach die Anzahl der Schnittpunkte 
mit der der Seiten der Figur überein. Man unterscheidet die 
Schnittpunkte als innere oder äussere, jenachdem sie auf dem 
Umfange der Figur. selbst oder auf der Verlàngerung einer 
Seite liegen, und rechnet die Abschnitte einer Seite jedesmal 
vom Schnittpunkt bis zu den auf der Seite liegenden Eckpunkten 
der Figur, so dass also für einen inneren Theilpunkt die Summe, 
für einen áusseren die Differenz der zugehórigen Abschnitte 
gleich der betreffenden Seite ist. 

Die 2m Abschnitte der Seiten eines n-Ecks durch eine 
Transversale lassen sich in zwei Systeme von je n unterscheiden, 
$0 dass unter den Abschnitten eines jeden Systems ein Abschnitt 
jeder einzelnen Seite vorkommt und keine zwei einen Endpunkt 
gemeinschaftlich haben: die Abschnitte eines jeden so gebildeten 
Systems heissen Wechselabschnitte. Eine gleiche Bedeutung 
haben die Wechselabschnitte der Seiten einer Figur, wenn auf 
jeder derselben ein beliebiger Theilungspunkt angenommen ist. 
Sind die auf einander folgenden Seiten einer Figur AB, BC, 
CD, ... LM, MN, NA und die zugehörigen Schnittpunkte der 
Transversalen oder die auf ihnen gegebenen Punkte Á,, B,, 
Cp .. Lp M, N, so sind die beiden Systeme von Wechsel- 
abschnitten 


AA,, BB,, CC,... NN, und BA, CB, DC, .. NM,, AN, 
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Anmerkung. Beim Dreieck bezeichnet man gern die den 
einzelnen Seiten zugehórigen Theilpunkte durch denjenigen mit 
einem Index versehenen Buchstaben, der mit dem am gegen- 
überliegenden Eckpunkt übereinkommt. Ist also das Dreieck etwa 
ABC, so wird die Transversale A,B,C,, wo A, auf BC, B, 
auf CA, C, auf AB liegt, und die beiden Systeme von Wechsel- 
abschnitten sind dann 

AB,, BC,, CA, und AC, BA, CB, 
also dargestellt durch Buchstabencombinationen, welche sich je 
aus der ersten durch cyklisches Permutiren ergeben, Ist 
das Dreieck ABC und die Transversale PQR, wo P auf BC, 
Q auf CA, R auf AB liegt, so sind die Wechselabschnitte AQ, 
BR, CP und AR, BP, CQ, woraus leicht ein schematisches Dar- 
stellungsgesetz abzuleiten ist. 


1. Wenn auf den Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC 
je ein Punkt 4,, B,, C, liegt und mit der zugehórigen Gegen- 
ecke verbunden wird, zu beweisen, dass das Verhàltniss der 
Produkte der Wechselabschnitte sich ersetzen lässt durch das 
Verhàltniss der Produkte der Sinus der über ihnen mit der 
Gegenecke als Scheitelpunkt verzeichneten Winkel, d. h. dass 


AB,- BC,- CA, sin ABB, - sin BCC, - sin CAA, 


AC, BA,- CB, sin ACC, - sin BAA, - sin CBB, 


2. Satz I (Menelaus). Für jede durch ein Dreieck 
gelegte Transversale sind die Produkte der Wechselabschnitte 
einander gleich 


AB, - BC, . CA — AC, - BA, - CR, 


3. Satz 1 (de Ceva und Bernoulli) Wenn man die 
Eckpunkte eines Dreiecks mit einem beliebigen Punkte P der 
Ebene verbindet, so werden durch die Verbindungslinien, bezüg- 
lich durch deren Verlángerungen, auf den Gegenseiten Theil- 
punkte von der Art bestimmt, dass die Produkte der Wechsel- 
abschnitte einander gleich sind. 


4. Wenn man die Eckpunkte eines Dreiecks mit einem 
beliebigen Punkte P seiner Ebene verbindet, so sind die Pro- 
dukte der Sinus der Winkel, welche durch die Verbindungslinien 
mit den auf einander folgenden Seiten gebildet werden, wenn 
man diese in entgegengesetzten Cyklen verfolgt, einander gleich, 
d. h. es ist für das Dreieck ABC: 


sin PBC - sin PCA . sin PAB = sin PCB - sin PBA - sin PAC. 
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5. Satz III (Umkehrungssatz von I und II, Aufg. 2 md 3). 
Wenn auf den Seiten eines Dreiecks oder auf deren Ver- 
langerungen Punkte derartig bestimmt sind, dass die Pralukte 
der Wechselabschnitte einander gleich sind, und es liege1 von 
den Punkten eine gerade Anzahl (0 oder 2) auf dem Umange, 
so liegen die Punkte auf einer geraden Linie, — wenn abe: eine 
ungerade Anzahl (1 oder 3) auf dem Umfange des Driecks 
liegen, so gehen die Verbindungslinien der Punkte mi den 
Gegenecken durch denselben Punkt. 


6. (Anschl.) Durch trigonometrische Beziehungen der Winkel- 
und Seitenabschnitte nachzuweisen, dass die drei Höhen eines 
Dreiecks durch denselben Punkt gehen. 


7. Ebenso nachzuweisen, dass 

a. die Halbirungslinien der Innenwinkel eines Dreiecks 
durch denselben Punkt gehen, ebenso 

b. die Halbirungslinien je eines Innenwinkels unl der 
beiden anderen Aussenwinkel; dass 

€. die Sehnittpuhkte der Halbirungslinien je eines Aussen- 
winkels und der beiden anderen Innenwinkel mit der ent- 
sprechenden Gegenseiten auf einer geraden Linie liegen; 

ebenso die Schnittpunkte der Halbirungsliniea der 

drei Aussenwinkel mit den Gegenseiten. 


8. Nachzuweisen 

a. dass die Verbindungslinien der Berührungspunkie des 
inneren Berührungskreises eines Dreiecks mit den Gegerecken 
durch denselben Punkt gehen; 

b. dass das Gleiche gilt für die Berührungspunkte eines 
jeden der drei àusseren Beruhrungskreise. 


9. (Anschl.) Der Schnittpunkt der Tangenten in der End- 
punkten einer Dreiecksseite an den umschriebenen Kreis ist mit 
dem gegenüberliegenden Eckpunkt verbunden: in welchen Ver- 
háltniss wird durch diese Verbindungslinie die Seite selbst 
getheilt? 


10. "Von einem beliebigen Punkte P der Peripherie des 
einem Dreieck umschriebenen Kreises sind auf die Seiten BC, 
CA, AB desselben bezüglich die Lothe PA,, PB,, PC, gefallt: 
die Verhältnisse zu bestimmen der durch die Fusspunkte A, B,, C1 
auf den Seiten bestimmten Abschnitte und darzuthun, dass die 
Punkte A,, B,, C, auf einer geraden Linie liegen. Gegeben 
die Winkel des Dreiecks c, f, y. 
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11. In der bekannten Figur zu einem Beweise des Pytha- 
goreischen Satzes schneiden sich die Verbindungslinien der End- 
punkte der Hypotenuse mit den Gegenecken der über den 
Katheten construirten Quadrate und das Loth vom Scheitelpunkt 
des rechten Winkels auf die Hypotenuse in demselben Punkte. 


12. (Anschl.) Wenn man über zwei Seiten eines Dreiecks 
ABC als Grundlinien unter Benutzung ihrer Verlängerung Rhomben 
construirt, ACDE und BCFG, und die Endpunkte der dritten 
Seite mit den Gegenecken der über den Gegenseiten construirten 
Rhomben verbindet, so schneiden sich diese Linien AG und BE 
im Punkte P: in welchem Verháltniss wird durch die Verbindungs- 
linie dieses Punktes P mit dem dritten Eckpunkt C der Winkel 
ACB getheilt? 


13. (Anschl.) Eine Seite eines Dreiecks im Verhältniss 
der Quadrate der anstossenden Seiten zu theilen. (Vergl. Aufg. 11). 


14. Auf der Halbirungslinie eines Winkels (4) eines 
Dreiecks ABC ist ein beliebiger Punkt P mit den Endpunkten 
(B und C) der Gegenseite verbunden: welche Beziehung findet 
zwischen den Winkeln dieser Verbindungslinien mit den Dreiecks- 
seiten statt? 


15. (Anschl.) Wenn man das Dreieck ABC zum Parallelo- 
gramm ABDC vervollständigt und die Verbindungslinien BP und 
CP bis zur Durehschneidung mit den Seiten DC und DB, bezüg- 
lich in Æ und F, verlángert: zu beweisen, dass EC — BF ist; 
d. h. dureh die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes P 
der Halbirungslinie des Winkels A (oder eines Nebenwinkels 
von Á) eines Parallelogramms ABDC mit, den anliegenden 
Ecken B und C werden von den in der Gegenecke D zusammen- 
stossenden Seiten des Parallelogramms Stücke abgeschnitten, 
welche von B und C aus gerechnet einander gleich sind. 


16. (Verallgemeinert) Wenn man auf den Seiten BD 
und CD eines Parallelogramms ABCD oder auf deren Ver- 
làngerungen von den Gegenecken B und C aus Stücke abträgt, 
welche ein gegebenes Verhàltniss haben 

BF:CE-—42:y, 
so schneiden sich die Verbindungslinien BE und CF in einem 
Punkte P einer bestimmten durch den Eckpunkt Á gehenden 
Linie, welehe den Winkel so theilt, dass 
sin BAP: sin CAP = 2: y; 
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wenn BF und CE auf entgegengesetzten Seiten der Diagonale 
BC liegen, so theilt AP den Nebenwinkel von BAC so, dass 
sin BAP: sin CAP — 4 : p. 


17. Einen gegebenen Winkel BAC so zu theilen, dass 
sich sin PAB: sin PAC = 4: u verhält. 


18. Wenn man durch ein Dreieck (ABC) eine Trans- 
versale legt (4, B,C,), so durchschneiden sich die Verbindungs- 
linien der Schnittpunkte zweier Seiten mit den Gegenecken 
(44,, BB,) in einem neuen Punkte P, dessen Verbindungs- 
linien mit dem dritten Eckpunkte C, nöthigenfalls verlängert, 
die dritte Seite AB im Punkte C, durchschneiden mag, so ist 
durch C, und C, als zugeordnete Punkte die Seite AB harmonisch 
getheilt. 


19. (Anschl.) Gegeben drei Punkte einer geraden Linie: 
mit dem Lineal zu einem beliebigen derselben in Beziehung auf 
die beiden anderen den conjugirten harmonischen Punkt zu 
construiren. 


20. (Ansehl) Gegeben drei sich in demselben Punkte 
schneidende Linien: mit dem Lineal zu einer beliebigen der- 
selben in Beziehung auf die beiden anderen den zugeordneten 
harmonischen Strahl zu construiren. 


21. (Anschl) In einem vollstándigen Vierseit*) wird jede 
der drei Diagonalen durch die beiden anderen in Punkten 
durchschnitten, welche zugeordnet harmonisch sind zu den auf der 
betreffenden Diagonale liegenden Ecken des Vierseits. 


22. "Ueber derselben Seite BC sind zwei Dreiecke BCA, 
und BCA, errichtet: in welchem Verháltniss wird durch die 
Verbindungslinie der beiden Spitzen A, und Á, die gemein- 
schaftliche Basis getheilt, wenn die Winkel der beiden Dreiecke 
BCA, und BCA, gegeben sind? (Vergl. $ 30, Aufg. 21). 


23. (Anschl) Ueber einer und derselben Basis BC sind 
drei Dreiecke BCA,, BCA,, BCA, errichtet, welche Beziehung 
findet zwischen den Basiswinkeln f, und y,, Bs und ya, B4 und y; 
der Dreiecke statt, wenn die Spitzen A,, A,, A, auf derselben 
geraden Linie liegen sollen? 


*) Als vollständiges Vierseit wird ein solches bezeichnet, 
dessen Gegenseitenpaare bis zu ihrer Durchschneidung verlüngert sind; die 
Verbindungslinie dieser Schnittpunkte gilt ebenfalls als eine Diagonale. 
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24. (Anschl.) Die Gegenseitenpaare eines Kreissehnen- 
vierecks ABCD schneiden sich, AB und CD in E, AD und 
BC in F, die inneren Diagonalen AC und BD in G. Legt 
man in den Eckpunkten A, B, C, D Tangenten an den Kreis, 
so bilden diese ein dem Kreise umschriebenes Viereck 4,B,C,D,, 
dessen Ecken 4,, Bi, Cis D, bezüglich über den Seiten AB, 
BC, CD, DA liegen mógen. Es soll bewiesen werden, dass die 
Diagonale B,D, des Tangentenvierecks durch die Punkte G und 
E gehen. 


25. (Anschl) Die Linie B,D, ist der geometrische Ort 
für die zu F conjugirten harmonischen Punkte auf den durch F 
gelegten Sekanten in Beziehung auf die Schnittpunkte dieser 
Sekanten mit dem Kreise. B,D, heisst die Polare des 
Punktes F in Beziehung auf den Kreis und F der Pol der 
Linie B,D,. 

26. (Ansehl) Die Tangente von einem Punkte ausserhalb 
eines Kreises nur vermittelst des Lineals zu construiren. 


27. (Anschl) Die Tangente an einen Punkt des Kreises 
selbst vermittelst des Lineals zu construiren. 


28. (Anschl) Ebenso die Polare eines Punktes in Be- 
ziebung auf den Kreis zu construiren. 


29. (Anschl.) Ebenso den Pol einer Linie in Beziehung 
auf den Kreis. 


30. (Das Pascal’sche Sechseck). Gegeben ein Kreis mit 
dem Radius * und ein Dreieck ABC, dessen Seiten BC, CA, 
AB bezüglich den Kreis durchschneiden mögen in den Punkten 
Á, und 4, B, und B,, C, und CG Es mögen zu A,A, D,B,, 
C,C, bezüglich die Centriwinkel 22,, 28,, 27, gehören. Ferner 
seien die Sehnen B,C,, C,A,, A,B, gezogen, bezüglich mit den 
Centriwinkeln 2@,, 28,, 2y,, so wird durch die auf einander 
folgenden Punkte A,4,B,B,C,C, ein dem Kreise einge- 
schriebenes Sechseck bestimmt. Es soll bewiesen werden, 
dass die Schnittpunkte der Gegenseitenpaare 

A,A, und B,C,, B,B, und C,A,, C,C, und A,B,, 
nämlich A, Bo Co, auf derselben geraden Linie liegen, — und 
zwar durch Bestimmung der Abschnitte der Seiten des Dreiecks 
ABC durch den Kreis und die Punkte Ay, Bo, Co, (Siehe die 
Vorbemerkung.) 


Anmerkung. Bestátigung der Såtze AB, - AB, — AC, - AC, 
u. s. w. ferner für die Transversalen An Dat, Data, €C,A,D, 
und das Dreieck ABC (Satz I, Aufg. 2). 
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91. Auf den Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC sind 
in den Punkten A,, B,, C, Lothe errichtet: den Inhalt des von 
diesen Lothen begrenzten Dreiecks zu bestimmen, wenn BC,=a,, 
CA; by AB e MOB A, AO, BEBA = E ge 
geben sind. 

92. (Anschl) Welche Beziehung findet zwischen den durch 
drei auf den Seiten eines Dreiecks liegenden Punkte bestimmten 
Seitenabschnitten statt, wenn die in ihnen errichteten Lothe durch 
denselben Punkt gehen sollen? 


99. (Anschl.) Die in den Mitten der Seiten eines Dreiecks 
errichteten Lothe durchschneiden sich in demselben Punkte. 


34. (Anschl) Wenn sich drei Kreise zu zwei berühren, 
so gehen die in den Berührungspunkten auf den zugehorigen 
Centralen errichteten Lothe durch denselben Punkt: die Be- 
rührung mag von Aussen oder theilweise von Innen stattfinden. 


95. (Anschl) Um die Ecken eines Dreiecks als Mittel- 
punkte sind Kreise mit beliebigen Radien construirt, welche sich 
zu zwei durchschneiden: zu beweisen, dass die gemeinschaftlichen 
Sehnen dieser Kreise durch denselben Punkt gehen. (Wenn 
sich die Kreise nicht durchschneiden, so treten an Stelle der 
gemeinschaftlichen Sehnen die Linien der gleichen Potenzen.) 


36. Ueber den Seiten des Dreiecks ABC seien (nach 
Aussen hin) die Dreiecke BA,C, CB,A, AC,B errichtet, und 
zwar so dass 

AB A. Blu Hee Doi C, ToC. mmy 
ist: es soll bewiesen werden, dass die von Ap, Bọ, C, auf die 
Seiten BC, CA, AB des gegebenen Dreiecks gefállten Lothe durch 
denselben Punkt P, gehen. (Netz des Tetraeders, Fusspunkt 
der Hohe.) 


37. (Anschl) Welche Lage hat der Punkt Pj, wenn 
m Hae =b 4 6? = e? + c? ist? 
38. (Anschl) Welche Lage hat der Punkt P,, wenn die 


áusseren Dreiecke (Aufg. 36) dem inneren congruent sind, und 
Swar. 0, = 6, D sb, €, == 07 


39. Die Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC sind auf 
einander folgend durch die Punkte A,, B,, C, im Verhältniss 
von A: getheilt und in den Theilpunkten sind Lothe errichtet: 
wie verhalten sich die Seiten des durch diese Lothe gebildeten 
Dreiecks zu den entsprechenden Seiten des gegebenen, wenn 
die Winkel des Dreiecks ABC gegeben sind? 
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40. Wie Aufg. 39; jedoch sollen die Theilungspunkte 4,, 
B,, C, durch die ihnen conjugirt harmonischen Punkte A,, B„, C, 
auf den zugehörigen Seiten ersetzt werden. 

41. Einem Dreieck ABC «ist ein zweites A¿B,C, eingezeichnet, 
dessen Seiten auf denen des ersteren senkrecht stehen: in welchem 
Verháltniss werden durch die Ecken A,, B,, C, des letzteren 
die Seiten BC, CA, AB getheilt? 


42. Durch drei Punkte einer geraden Linie L, M, N 
sind drei gerade Linien gezogen, welche mit ihr bezuglich die 
Winkel 

(LB, LM) — 2, (MC, MN) = p, (NA, ND) — y 
bilden: ferner seien gegeben 


MIN =S NL Mm "LM de n! 
l+n+næol0: 


durch l, m, n, 4, gp, v auszudrücken die Seiten BC = a, 
CA — b, AB — c des durch die drei Linien gebildeten Dreiecks, 
sowie den Inhalt dieses Dreiecks. 

49. (Anschl) Welche geometrische Bedeutung hat in Aufg. 42 
der Ausdruck 

l-cos(p -]- v — A) H- m. cos (v -- 4 — ui) H7 n eos (4 4- u — »)? 

44. (Anschl) Die Bedingung anzugeben dafür, dass die 
drei durch L, M, N gezogenen Linien durch denselben Punkt 
gehen. 

45. Durch die Eckpunkte A, B, C eines Dreiecks sind die 
geraden Linien AA,, BB,, CC, gezogen, welche die Dreiecks- 
winkel bezüglich in die Stücke e, und ce, $, und 8», y, und y, 
theilen, so dass 

+, B» — B. y. b Ya Y: 
die Abschnitte der Seiten zu bestimmen. 

46. (Anschl.) Wenn die Linien A4,, BB,, CC, bei ihrer 
Durchschneidung das Dreieck A,B,C, bilden, wo A, der Schnitt- 
punkt ist von BB, und CC, u. s. w., so soll der Werth des 
Verháltnisses AB, ; BC, - CA, 

AC, - BA, - CB, 
dureh die Winkel &,, €,, Bj, B> Yv Ya bestimmt werden. 


41. (Anschl) Wie Aufg. 46; jedoch soll der Werth des 
Verháltnisses | o A Bo B,€, - Ga 


4,C, - B,A, - GB, 


so dass 


bestimmt werden. 
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48. (Anschl.) Die Seiten des Dreiecks A,B,C, darzustellen. 


49. (Anschl.) Welche geometrische Bedeutung kommt dem 

Ausdruck zu: 
cos Á, sin (B, + y3) + cos B, sin (y4-]- œa) + cos Ci -sin (œ, -]- B)? 

50. (Anschl. an Aufg. 45). Die Verhältnisse darzustellen 

der Dreiecke 
ABC, — 44, BC A = t; AB) Mi 

zu dem gegebenen Dreieck ABC — 4 vermittelst der Winkel 
Aj, Bj, Cy, 04, Bi Yo Ge Bar Ys 

51. (Anschl.) Das Verhältniss der beiden Dreiecke A,B,C,=4, 
und ABC durch Vermittelung derselben Winkel darzustellen. 


52. (Anschl. Welche Beziehung findet zwischen den Winkeln 
Cy Ga Br Bos Yi Ya Statt, wenn die Schnittpunkte A,, B,, C, 
auf einer geraden Linie liegen sollen? 


§ 34. Die besonderen Punkte des Dreiecks, 


1. In welchem Verháltniss werden durch die (verlàngerten) 
Verbindungslinien der Ecken eines Dreiecks mit dem Mittel- 
punkte des umschriebenen Kreises die Gegenseiten getheilt? 


2. (Anschl.) Sind A,, B,, C, die Theilpunkte, so sollen 
die Eckdreiecke B,AC,, C,BA,, A,CB, und das Mitteldreieck 
A,B,C, durch das Dreieck ABC und die Winkel œ, f, y be- 
stimmt werden. 

3. (Anschl) In welchem Verhältniss werden durch den 
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises die Linien AA,, BB,, CC, 
getheilt? 

4. (Anschl) Wie lang sind die Linien AA,, BB,, CC, und 
ihre Verlàngerung uber die Gegenseite bis zur Peripherie des 
umschriebenen Kreises, und die Verbindungslinien der den Eck- 
punkten A, B, C entgegengesetzten Endpunkte der Durchmesser 
des umschriebenen Kreises mit den Eckpunkten? 

9. Die Halbirungslinien der Innenwinkel eines Dreiecks 
bis zur Gegenseite zu bestimmen, so wie das Verháltniss ihrer 
Abschnitte durch den inneren Berührungskreis, wenn r und die 
Winkel des Dreiecks gegeben sind. (Vergl. $37, Aufg. 31—33). 

6. Wie Aufg. 5; jedoch sollen die Halbirungslinien der 
Innenwinkel bis zu deit auf ihnen liegenden Mittelpunkte cines 
àusseren Berührungskreises bestimmt werden. 
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4. Wie Aufg. 5; jedoch sollen die Halbirungslinien der 
Aussenwinkel bis zur Gegenseite, sowie das Verháltniss ihrer 
durch .die Mittelpunkte der àusseren Berührungskreise bestimmten 
Abschnitte dargestellt werden. 


8. Wie Aufg. 5; jedoch sollen die Verbindungslinien der 
Mittelpunkte N, N,, N,, N. der vier Berührungskreise be- 
stimmt werden, 


9. (Anschl) Die Radien zu bestimmen der vier Kreise, 
welche den durch die Mittelpunkte der vier Beruhrungskreise 
N, Na, Ni, N. als Eckpunkte bestimmten Dreiecken um- 
schrieben sind. 


10. (Anschl.) Zu beweisen, dass die Radien der um- 
schriebenen Kreise der drei durch je zwei obere Höhenabschnitte 
und eine Seite gebildeten Dreiecke gleich sind dem Radius des 
dem gegebenen Dreieck selbst umschriebenen Kreises und doppelt 
so gross sind als der Radius des dem Fusspunktsdreieck um- 
schriebenen Kreises, 


11. (Anschl. an Aufg. 5.) Den Inhalt zu bestimmen des- 
jenigen Dreiecks, dessen Ecken die Schnittpunkte sind der inneren 
Halbirungslinien der Winkel des Dreiecks ABC mit den Gegen- 
seiten Á,, B,, C,. 

12. (Anschl. an Aufg. 7.) Den Inhalt zu bestimmen des 
Dreiecks A,B,C,, dessen Ecken die Schnittpunkte sind der inneren 
Halbirungslinie des Winkels Á mit der Seite a und der Halbirungs- 
linien der Aussenwinkel B und C mit b und c. 


19. (Anschl.) Die Inhalte zu bestimmen derjenigen Drei- 
ecke, welche den Mittelpunkt eines der vier Berührungskreise 
und zwei Ecken des Dreiecks zu Eckpunkten haben. 


14. (Anschl.) Die Inhalte zu bestimmen derjenigen vier 
Dreiecke, welche die Mittelpunkte der Berührungskreise zu 
Eckpunkten haben: gegeben der Inhalt 4 und die Winkel des 
Dreiecks. 

15. Die Inhalte zu bestimmen derjenigen Dreiecke, welche 
durch zwei Berührungspunkte des inneren Berührungskreises und 
einen Eckpunkt des gegebenen Dreiecks, bezüglich durch alle 
drei Berührungspunkte als Eckpunkte bestimmt werden. 

16. Die analoge Aufgabe für einen der äusseren Be- 
rührungskreise. 

17. Das Verhältniss darzustellen der Radien der vier 
Berührungskreise eines Dreiecks zum Radius des umschriebenen 
Kreises. 

Hermes, trigon, Aufgaben. 9 
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18. Zu beweisen, dass die Summe der Radien der drei 
áusseren Berührungskreise gleich ist der Summe aus dem dop- 
pelten Durchmesser des umschriebenen Kreises und dem Radius 
des inneren Berührungskreises. 

19. (Anschl.) Zu beweisen, dass die Summe der drei 
Dreiecke, welche die Berührungspunkte der àusseren Beruhrungs- 
kreise zu Eckpunkten haben (Aufg. 16), gleich ist der Summe 
aus dem durch die Berührungspunkte des inneren Beruhrungs- 
kreises mit den Seiten als Ecken bestimmten Dreieck (Aufg. 15) 
und dem doppelten Inhalt des Dreiecks selbst. 

20. (Anschl) Bei einem rechtwinkligen Dreieck ist das 
Dreieck, dessen Ecken die Berührungspunkte sind des die 
Hypotenuse von Aussen berührenden Kreises, gleich der Summe 
der drei Dreiecke, welche die Berührungspunkte der die Katheten 
von Aussen berührenden Kreise und die des inneren Berührungs- 
kreises zu Ecken haben. 

21. Der Mittelpunkt des inneren Berührungskreises IV sei mit 
den Ecken des Dreiecks ABC verbunden: es sollen die Radien 
Ta, T», T, der den Dreiecken BCN, CAN, ABN umschriebenen 
Kreise durch r und die Winkel des Dreiecks ABC bestimmt werden. 

22. (Anschl.) Das Produkt der Radien der drei den Drei- 
ecken BCN, CAN, ABN umschriebenen Kreise durch die Radien 
r und o des Dreiecks selbst auszudrücken. 

23. (Anschl.) Zu beweisen, dass die Produkte 

AN ry — BN «v, — CN ! r, = 270. 


24. Den Inhalt zu bestimmen derjenigen vier Dreiecke, 
welche .dureh die Fusspunkte der Hohen zu zwei und einen 
Eckpunkt des gegebenen Dreiecks, sowie durch die drei Fuss- 
punkte selbst als Eckpunkte bestimmt werden. 

25. (Anschl) Den Umfang s, zu bestimmen des Fuss- 
Wee mi ink ; — zu beweisen, dass die Proportion stattfindet 

:8s=0:r; ebenso dass 3o ° A — h, . h, - Ag. 

26. lach) Den Radius o, des inneren ft 
kreises des Fusspunktsdreiecks A,B,C, durch r und die Winkel 
des gegebenen Dreiecks KAN, 

27. (Anschl) Zu beweisen, dass die Summe der Quadrate 
der Seiten eines Dreiecks gleich ist 4r (2r + oj), wo o, die in 
Aufg. 26 angegebene Bedeutung hat. 

27a. (Anschl) Ebenso, dass die Summe der Quadrate 
der Radien der vier Berührungskreise eines Dreiecks gleich ist 


ár (2r — 0,)- 
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28. Ist H, der Schnittpunkt der drei Hóhen eines Dreiecks, 
so ist zu beweisen, dass 

a. AH, + BH, + CH, =2 (ro). 

b. AH?, + BH?, + CH?, = 4r (r — 0). 

c. AH, 4,H, = BH, - B,H, — CH, - C,H, — 9r - Qs. 

d. AH, - BH, - CH, — 4»? ọọ 

e. AH, - B,H, - CoHo = 2r.0%, wo Oo den Radius des 
inneren Berührungskreises des Fusspunktsdreiecks A,B,C, be- 
deutet (Aufg. 26). 

29. Sind MA, = pa, MB, =p, MC, — pe die Lothe, vom 
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises auf die Dreiecksseiten 
und Tra, ml, r, die Radien der den Dreiecken BMC, CMA, AMB 
bezüglich umschriebenen Kreise, so ist zu beweisen, dass 

a. pa +P + p — 7 + o 

. Pa? + p + pè =r (r —00) (Aufg. 26). 
. 9pa*go* po — 1? Q (Vergl. Aufg. 28d.) 
2 


9 


b 
[U 
d. "n ee To. De F 
0. Y, “AH == n BH, — 7, CH, =r (Aufg. 28). 


90. Zu beweisen, dass zwischen der Centrale d des um- 
Schriebenen und des inneren Berührungskreises und den Radien 
r und ọ dieser beiden Kreise die Beziehung stattfindet: 

d? = r? — 2r0. 

31. (Anschl.) Sind da, d», d, bezüglich die Centralen der 
drei àusseren Berührungskreise und des umschriebenen Kreises, 
zu beweisen, dass a. d,? = r? + 2704, u. s. w. 

b. d + dj? + d? + d? = 127°. 

32. Wird durch H, der Höhenschnittpunkt, durch M der 
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises, durch N der des inneren 
Berührungskreises, durch o, der Radius des inneren Berührungs- 
kreises für das Fusspunktsdreieck (Aufg. 26) bezeichnet, zu be- 
weisen, dass a. H,N?—2g? — 20,7; b. H,M? = r? — Apr. 

33. Der Schwerpunkt (Durchschnittspunkt der drei Mittel- 
linien) M, eines Dreiecks liegt auf der Verbindungslinie des 
Mittelpunktes M des umschriebenen Kreises und des Höhen- 
schnittpunktes und zwar so, dass MM, : M,H, = 1 : 2. 

34. (Anschl) Zu beweisen, dass 

MN? = %r (2r + eo) — Ye Qr — 8.) 


*) Die Aufgaben 32 — 34 und die Mehrzahl der vorhergehenden 
Aufgaben dieses Paragraphen rühren von Feuerbach (Eigenschaften 
einiger merkwürdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks u, s. w. 1822) her. 


9* 
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35. Welche trigonometrische Beziehung findet zwischen den 
Winkeln statt, welche die drei Mittellinien eines Dreiecks mit 
den Gegenseiten bilden? 

36. Die Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC sind im 
Cyklus aufeinanderfolgend durch die Punkte A,, B,, C, im Ver- 
háltniss von f,:7,, Yı:%, &,:ß, getheilt: welche Beziehung 
findet zwischen den Winkeln statt, welche die Verbindungslinien 
AA,, BB,, CC, bezüglich mit den Wechselabschnitten der Seiten 
BC, CA, AB bilden? 

37. Die Winkel des Dreiecks ABC sind durch die Linien 
AA,, BB,, CC, derartig getheilt, dass die Sinus der Theilwinkel 
der Reihe nach im Cyklus sich verhalten wie sin f, : sin ys, 
sin y, : sin œ}, sin œ :sin f: den Inhalt des Dreiecks: A,B,C, 
darzustellen. 


! eg (Satz von Gauss*) über die merkwürdigen Punkte 
eines Dreiecks.) Man nehme auf den Mittellinien AA, BB, CC, 
(„vorwärts oder rückwärts verlängert, wenn es nöthig ist“) 
von A, B, C ab gezählt Stücke AA,, BB,, CC,, welche jenen 
respective proportional sind, so dass also 
A Aaby. B,B,—4À - BB, 0,6, = Á CC, 

wo Á negativ ist, wenn die Punkte A,, B,, C, auf den über die 
Gegenseite verlángerten Mittellinien liegen, so gehen die von 
A,, B,, C, bezüglich auf BC, CA, AB gefállten Lothe durch 
denselben Punkt P,. (Welche Bedeutung hat dieser Punkt P, für 
die besonderen Werthe 4— 1, 4— 1⁄4, 4— 0?) 

39. (Verallgemeinerung). Der Gauss'sche Satz lásst sich, 
wie folgt, aussprechen: Wenn man vom Mittelpunkt des 
umschriebenen Kreises Lothe auf die Seiten eines Dreiecks 
fällt und auf den Verbindungslinien AA,, BB,, CC, der Ecken mit 
den Fusspunkten dieser Lothe die Stücke AA,, BB,, CC, annimmt 
u. 8. w. Es soll der folgende allgemeinere Satz bewiesen werden: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte P, der Ebene 
Lothe fállt auf die Seiten eines Dreiecks und die Fusspunkte 
Av» Bo» Cy mit den Gegenecken A, B, C verbindet, ferner auf 
AA, BB, CC, Punkte A, B,, C, bestimmt, so dass 

AA, — A: AA, BB, — A: BB,, C,C, = d: CCo, 
so gehen die von A, B,, C, auf BC, CA, AB gefällten Lothe 
durch denselben Punkt P,, welchen positiven oder negativen 
(vergl. Aufg. 38) Werth 4 auch haben mag. 
*) Mitgetheilt durch Schumacher 1810 in seiner Uebersetzung der 


Géométrie de position von Carnot. Siehe auch C. Fr. Gauss Werke, 
Bd. IV pag. 393—396. 
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40. (Hilfsaufgabe.) Gegeben zwei beliebige begrenzte 
gerade Linien 4,45, B,B,: dieselben seien bezüglich durch die 
Punkte A; und B, in gleichem Verhältniss getheilt, so dass also 

A.A; = A> A,A, und B,B, — 4- B,B,, 
so durchschneiden sich bei verschiedenen Werthen von 4 die in 
den zugehörigen Punkten Á; und B, auf A,A, und B,B, errichteten 
Lothe in Punkten einer geraden Linie. (An Stelle der in den 
Punkten A und B errichteten Lothe kónnen auch Systeme von 
parallelen Linien treten.) 


41. (Anschl. an Aufg. 39). Der Schnittpunkt P, der von 
den Punkten A,, B,, C, auf die Seiten BC, CA, AB gefällten 
Lothe liegt auf der Verbindungslinie des Punktes P, mit dem 
Höhenschnittpunkte P, oder Hy. 


Cap. III. 


Angewandte Aufgaben. 
$ 35. Bestimmung grösster und kleinster Werthe. 


1. Welches von allen Dreiecken, in denen zwei Seiten 
gegebene Werthe haben, hat den gróssten Inhalt? 


2. (Anschl.) Von allen Parallelogrammen mit gegebenen Dia- 
gonalen dasjenige zu bestimmen, welches den gróssten Inhalt hat. 


3. (Anschl.) Von allen Vierecken mit gegebenen Diagonalen 
dasjenige zu bestimmen, dessen Inhalt möglichst gross ist. 


4. Für welchen Werth von æ wird der Ausdruck sin æ +} cos 
ein Maximal-, bezüglich ein Minimalwerth? ` 


5. Von allen über derselben Hypotenuse beschriebenen 
Dreiecken dasjenige zu bestimmen, welches den grössten Um- 
fang hat. 

6. Einem Kreise mit gegebenem Radius. ein möglichst 
grosses Rechteck einzuschreiben. 

4. Für welchen Werth von z wird der Ausdruck sina" + cosa" 
möglichst gross? 


www.rcin.org.pl 


134 Cap. HI. Angewandte Aufgaben. 8 35. 


8. Unter allen rechtwinkligen Dreiecken, welche dieselbe 
Hóhe (zur Hypotenuse) haben, dasjenige zu bestimmen, welches 
die kleinste Kathetensumme, bezüglich den kleinsten Inhalt besitzt. 


9. Einem Quadrat ein moglichst grosses gleichschenkliges 
Dreieck in der Weise einzuzeichnen, dass die Spitze desselben 
in einer Ecke des Quadrates, die Endpunkte der Basis auf den 
Gegenseiten liegen. 

Welches ist der grösste Werth des Ausdrucks 
a sin æ + b cos æ? 


11. (Anschl.) Durch den Scheitelpunkt des rechten Winkels 
eines. rechtwinkligen Dreiecks eine gerade Linie zu ziehen von 
der Art, dass die Summe der Projektionen beider Katheten auf 
sie möglichst gross wird. 

12. (Allgemeiner. Durch einen Eckpunkt eines Dreiecks 
eine gerade Linie zu ziehen von der Art, dass die Summe der 
Projektionen der beiden anderen Seiten auf sie möglichst 
gross wird. 

13. Für welchen Werth von erhält der Ausdruck 

a tg æ + b ctg æ 
seinen kleinsten Werth, und wie gross ist dieser? 

14. (Anschl.) Durch einen Eckpunkt Á eines Rechtecks 
eine gerade Linie zu ziehen, welche von den Gegenseiten Stücke 
abschneidet, die von den in A zusammenstossenden Seiten aus 
gerechnet, eine möglichst kleine Summe ergeben. 


15. Für welchen Werth des Verhältnisses 
der Ausdruck 


erreicht 


asinz , bsiny 
sin y sin A 
seinen kleinsten Werth? 


16. (Anschl.) Wie Aufgabe 14; jedoch soll das Rechteck 
durch ein Parallelogramm ersetzt werden. 
17. Für welchen Werth von æ wird der Ausdruck 
, cos Y — sin 2 
cos 2 + sin 2 
ein Maximum oder Minimum? 


18. Für welchen Werth von æ wird der Ausdruck 
sin æ + cos x + 2 sin 22 


ein Maximum? 
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19. (Anschl) Ueber einer gegebenen geraden Linie ein 
rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen, in welchem die Summe der 
beiden Katheten und des Lothes auf die Hypotenuse moglichst 
gross ist. 

20. Einen gegebenen Winkel « in zwei Theile zu theilen, 
für welche die Summe der Sinus möglichst gross wird. 

21. Einen gegebenen Winkel « als Peripheriewinkel in 
einen Kreis einzutragen, so dass die Summe der ihn einschliessenden 
Sehnen möglichst gross wird. 

22. Einen gegebenen Winkel œ in zwei Theile zu theilen, 
für welche die Summe der Tangenten möglichst klein ist. 

29. Wie Aufg. 22; jedoch soll das Produkt der Tangenten 
der Theile des Winkels « moglichst gross sein. 

24. (Anschl) Einem Kreise mit dem Radius e ist ein 
Dreieck umgeschrieben, von welchem ein Winkel gegeben ist: 
wie gross müssen die beiden anderen Winkel sein, wenn das 
Dreieck einen moglichst kleinen Umfang (und demnach auch 
möglichst kleinen Inhalt) haben soll? 

25. (Anschl.) Einem gegebenen Kreise ein möglichst kleines 
Dreieck umzuschreiben. 

26. Einem gegebenen Kreise ein möglichst grosses Dreieck 
einzuzeichnen. 

27. Einem gegebenen Halbkreise ist ein Dreieck derartig 
umzuschreiben, dass eine Seite desselben den Durchmesser ent- 
hàlt: die Winkel zu bestimmen, damit der Inhalt des Dreiecks 
möglichst klein ist. (Vergl. Aufg. 46). 

28. Für welchen Werth von æ wird der Ausdruck 

cos z? Lei, sin 2x 
moglichst gross? 

29. Ein Sechseck besteht aus einem Rechteck mit den 
Diagonalen d und zwei auf zwei Gegenseiten des letzteren als 
Diagonalen aufgesetzten halben Quadraten: den Winkel der beiden 
Diagonalen d zu bestimmen, damit der Inhalt des Sechsecks 
moglichst gross ist. 

90. Den Winkel « in zwei Theile zu zerlegen, für welche 
die Summe der reciproken Werthe der Sinus ein Minimum wird. 

31. (Anschl.) Die Winkel eines Vierecks zu bestimmen, 
welches centrisch ist in Beziehung auf Seiten und Winkel und 
möglichst klein sein soll, wenn der Radius des eingeschriebenen 
Kreises gegeben ist. 

32. Einem Kreise mit dem Radius Q ist ein moglichst 
kleines Viereck umzuschreiben, von welchem ein Winkel gleich « 
gegeben ist und dem sich zugleich ein Kreis umschreiben làsst. 
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33. (Anschl.) Das umschriebene Viereck soll ein Maximum 
werden, wenn der eingeschriebene Kreis mit dem Radius o zwei 
Seiten desselben von Aussen berührt. 

34. Einem Kreise mit dem Radius ọ ist ein Viereck um- 
geschrieben, von welchem zwei Winkel gleich œ und $ gegeben 
sind: die beiden fehlenden Winkel zu bestimmen, wenn das 
Viereck möglichst klein sein soll. 

35. Von einem Viereck, welches centrisch in Beziehung 
auf Seiten und Ecken ist, und von welchem ein Winkel gleich « 
gegeben ist: die übrigen Winkel zu bestimmen, so dass das 
Viereck bei gegebenem Umfange möglichst klein ist. 

36. Unter welcher Bedingung hat ein Viereck, von welchem 
die Seiten gegeben sind, einen möglichst grossen Inhalt? 

37. Die nicht parallelen Seiten eines Trapezes, welches 
einem Kreise mit dem Radius r eingeschrieben ist, durchschneiden 
sich hinreichend verlängert unter dem Winkel 22: den zu den 
nicht parallelen Seiten gehorigen Centriwinkel zu bestimmen, 
wenn das Trapez moglichst gross sein soll, und den Inhalt dieses 
Trapezes. 

38. Wie Aufg. 37; jedoch soll der Umfang des Trapezes 
möglichst gross sein und alsdann berechnet werden. 

39. Einem Kreisausschnitt BAC, der zum Centriwinkel « 
gehórt, ist ein Rechteck einzuschreiben von möglichst grossem 
Inhalt, von welchem ein Eckpunkt P auf dem Bogen BC liegen 
soll: den zum Bogen BP gehörigen Centriwinkel zu bestimmen. 


40. Wie Aufg. 39; jedoch soll der Umfang des Rechtecks 
moglichst gross sein. 

41. Wie Aufg. 39; jedoch sollen zwei Eckpunkte P und Q 
des einzuschreibenden Rechtecks auf dem Bogen BÚ liegen. 

42. Wie Aufg. 40; jedoch sollen zwei Eckpunkte P und Q 
des einzuschreibenden Rechtecks auf dem Bogen BC liegen. 

49. Einem Dreieck ABC ein zweites moglichst kleines 
Dreieck A,B,C, einzuzeichnen, wenn die Lage des Eckpunktes 
A, auf BC und der Winkel B,A,C, gleich e, gegeben sind; 
BA, = c, GA =0b,, wo b, + C,=4 ist. 

44. Auf einer von zwei sich durchschneidenden Linien 
einen Punkt P derartig zu bestimmen, dass von ihm aus zwei 
auf der zweiten Linie gegebene Punkte Á und B möglichst entfernt 
von einander erscheinen. (Vergl. $ 37, Aufg. 69.) 

45. Für welchen Werth von æ wird der Ausdruck 

a sin æ + b sin ie 
möglichst gross? 
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46. (Anschl.) Einem Kreise vom Radius * ist ein Sechseck 
eingeschrieben, welches aus einem Rechteck und zwei über den 
Gegenseiten construirten gleichschenkligen Dreiecken besteht: 
unter welcher Bedingung ist das Sechseck möglichst gross? 
(Vergl. Aufg. 27.) 

47. Für welchen Werth von æ wird der Ausdruck 


tg æ + etg, 
ein Minimum? 

48. (Anschl.) Welches der einem Kreise umschriebenen 
gleichschenkligen Dreiecke hat die kleinsten Schenkel? 

49. Von einem Trapez, in welchem drei Seiten einander 
gleich sind, ist die vierte Seite gleich a gegeben: die ihr an- 
liegenden Winkel derartig zu bestimmen, dass das Trapez mög- 
lichst gross wird. 

50. Von einem Trapez sind die kleinere der parallelen 
Seiten gleich a und die nicht parallelen Seiten gleich b gegeben: 
unter welcher Bedingung ist das Trapez moglichst gross? 

51. Für welchen Werth von zæ wird der Ausdruck 

sin æ - cos Ü + sin f 
sin Æ 
moglichst klein? 

52. (Anschl.) Durch einen innerhalb eines Winkels Á von 
gegebener Grósse æ gegebenen Punkt P eine gerade Linie BC 
zu ziehen, so dass der Umfang des Dreiecks möglichst klein wird. 

53. Zwei veränderliche Winkel œ und f sind unter ein- 
ander und mit zwei anderen gegebenen Winkeln y und y, ver- 
bunden durch die Gleichung 

sin €? + 2 sin « » sin P - cos y + sin f? = sin yọ”: 
welche weitere Beziehung muss zwischen œ und f statthaben, 
wenn œ + $ möglichst klein sein soll? Vorausgesetzt ist noch, 
das y und Yọ kleiner als 90? sind und y < Ze 


$ 36. Cubische Probleme. 
(Vergl. $ 15.) 

1. Die Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks zu bestimmen, 
von welchem das Verháltniss 4 des Lothes auf die Hypotenuse 
zur Summe der Hypotenuse und der einen Kathete gegeben ist. 
(Spezieller Fall 4 = 0,3.) 

Von einem Dreieck gegeben die Verhàltnisse zweier 
Seiten zum Radius des inneren Berührungskreises: den von den 
beiden Seiten eingeschlossenen Winkel zu bestimmen. 
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9. Wie Aufg. 2; jedoch sollen die Verháltnisse zweier 
Seiten zu dem Radius des der Gegenseite zugehorigen àusseren 
Berührungskreises gegeben sein. 


4. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, von welchem 
die Verháltnisse zweier Seiten zu dem Radius des einer von 
ihnen zugehörigen äusseren Berührungskreises gegeben sind. 


5. Gegeben das Verhältniss der Summe zweier Seiten eines 
Dreiecks und das des Radius des inneren Berührungskreises zum 
Radius des umschriebenen Kreises: den von den beiden ersten 
Seiten eingeschlossenen Winkel zu bestimmen, 


6. Wie Aufg. 5; jedoch sind die Verhältnisse der Differenz 
zweier Seiten und des Radius des einer derselben zugehörigen 
äusseren Berührungskreises zum Radius des umschriebenen Kreises 
gegeben. 


7. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, in welchem 
die Verhältnisse des Umfanges zum Radius des umschriebenen 
Kreises und dem des inneren Berührungskreises gegeben sind. 
(Spezieller Fall s:r:g = 128: 65: 12.) 


8. Wie Aufg. 7; jedoch sollen die Verhältnisse einer 
Seitenergánzung (s—a) zum Radius des zugehörigen äusseren 
Berührungskreises (0,) und zum Radius des umschriebenen Kreises 
gegeben sein. 


9. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, in welchem 
die oberen Abschnitte der drei Höhen sich wie 4 : w : v verhalten. 
(Spezieller Fall: 4— 1, u —2, v —3.) 


10. (Anschl.) Von den vier Seiten eines Kreissehnenvierecks 
sind drei gleich a, b, c gegeben, wührend die vierte ein Durch- 
messer des Kreises sein soll: die letztere zu berechnen. 


11. Die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, in welchem 

das Verhältniss der Sinus ihrer Hälften gegeben ist 
sin — ER Ei i» 
2 2 2 

12. Wie Aufg. 11; jedoch ist das Verháltniss der Sinus 

zweier Winkel zum Cosinus des dritten gegeben: 
sin æ: sin f : cos y = A: u: v. 

13. (Anschl.) Ueber dem Durchmesser eines Kreises als 
Seite ist demselben ein Viereck einzuschreiben, von welchem 
zwei Seiten a und b und die Entfernung der dritten Seite vom 
Mittelpunkt des Kreises c gegeben sind. 
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14. Ueber einer beliebig gegebenen Linie a als Basis ist 
ein gleichseitiges Funfeck gezeichnet, dessen an a anliegende 
Winkel als Basiswinkel bezeichnet werden mögen: die Basis- 
winkel zu bestimmen, wenn die drei übrigen Winkel des Fünfecks 
einander gleich sein sollen. (Vergl. $ 37, Aufg. 44.) 

15. Ein Dreieck zu bestimmen, in welchem die Seiten 
a, b, e und A, (Loth auf c) eine arithmetische Reihe bilden. 

16. Gegeben ein Kreis, eine Tangente 7' und eine gerade 
Linie L: es soll eine zweite Tangente an den Kreis gelegt 
werden, deren Abschnitt zwischen T und L eine gegebene 
Lange a hat. Gegeben das Loth vom Mittelpunkt des Kreises 
auf L gleich d, der Winkel (T, L)=« und der Radius r. 
(Spezielle Annahme r= 1, a= 3, œ = 30°, d —2.) 

17. Wie Aufg. 16; jedoch soll der Kreis durch die gesuchte 
Tangente von Aussen berührt werden. 

18. (Anschl. an Aufg. 16.) Gegeben ein Kreis und zwei 
Tangenten: es soll eine dritte Tangente an den Kreis gelegt 
werden, welche ihn von Innen berührt und von gegebener Lànge 
ist; d. i. die Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, von welchem 
ein Winkel, die Gegenseite und der Radius des dieser Seite 
zugehórigen áusseren Berührungskreises gegeben sind: 

a, Ay Qa. 

19. Die Abschnitte der Diagonalen eines Vierecks im Kreise 
verhalten sich wie Å: w: Å}: wj, wo A und 4, der einen, w und p, 
der zweiten Diagonale zugehören: den Winkel der beiden 
Diagonalen zu bestimmen. 

20. Von einem gleichschenkligen Dreieck gegeben das 
Verháltniss der Halbirungslinie eines Basiswinkels zur Gegen- 
seite gleich 4: zu bestimmen das Verháltniss der Basis zu den 
gleichen Seiten. (Besonderer Fall 4 = 1.) 


Zur Kreistheilung. 


Anhang. Aufg. 21 — 24. (Die Winkel sind ersetzt durch 
die zum Radius 1 gehörigen Bogen.) 


21. Bestimmung von cos i durch eine quadratische Gleichung. 
22. Zurückführung der Berechnung von cos — auf eine 


cubische Gleichung. 


23. Zurückführung der Berechnung von cos 73 auf eine 
cubische und quadratische Gleichungen. 


24. Zurückführung der Berechnung von cos 27 auf qua- 
dratische Gleichungen. 
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§ 37. Vermischte Aufgaben. 


1. Gegeben die Winkel æ und f, einen Winkel æ (bezuglich 
y oder z) zu bestimmen, dessen Sinus (bezüglich Cosinus oder 
Tangens) das arithmetische Mittel ist der Sinus (bezüglich der 
Cosinus oder der Tangenten) der gegebenen Winkel. Gegeben 
& —!01* Säi: P=529 51, T. 

2. Wie Aufg. 1; jedoch soll an Stelle des arithmetischen 
Mittels das geometrische Mittel treten. 


3. Wie Aufg. 1; jedoch soll an Stelle des arithmetischen 
Mittels das harmonische Mittel (d. i. das arithmetische Mittel 
der umgekehrten Werthe) treten. 


4. Zwei Winkel œ und f sind bestimmt durch die Gleichungen 
a sin y b sin y 


t EE Ss s 
Fi a cos y + b pr acl a + beosy 
wie gross ist der Winkel œ + 8? 


5. (Anschl.) Zwei Winkel œ und ß sind bestimmt durch 
die Gleichungen: 


Weck a Sin y b sin y 


b — a cos y We dns beosy —a * 
wie gross ist der Winkel 8 — æ? 

6. Welche Beziehung besteht zwischen den Cosinus der 
Winkel A, p, v, welche die Verbindungslinien der Eckpunkte 
eines Dreiecks mit einem beliebigen Punkte P der Ebene des- 
selben mit einander bilden? 

7. (Vergl. $ 6, Aufg. 1.) Die Summe 

sin À + sin p + sin v + sin w 
unter der Voraussetzung, dass A+u-+v+ o= 27: (— 360?) ist, in 
ein Produkt zu verwandeln und aus diesem durch besondere An- 
nahmen für die Winkel A, w, v, € abzuleiten die Produkt- 
entwickelungen, soweit sich dieselben ausführen lassen, für die 
Summen von Funktionen der Winkel e, f, y eines 
Dreiecks 


a. sin æ + sin f + sin y. b. sin 2@ + sin 28 + sin 2y. 
e. sin Ë + sin É + sin Z. d. sin æ + sin 8 — sin y. 


e. sin Ze + sin 28 — sin 2y. f. sin 3 + sin f + cos T 


g. cos æ + cos B + cos y. h. cos Ze + cos 28 + sin 2y. 
L cos Ë + cos Ë 00h. k. cos æ + cosß — sin y. 
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L sin o? + sin 8? + sin y?. m. sin œ? + sin 8? — sin y?. 
NU 2 2 
n, cos Zei + cos 20? — sin 2y?. 0. cos — at cos E — cos > 


Aufg. 8—12 (Eliminationsaufgabe von Lagrange). 
8. Die Summe darzustellen der Reihe rime: 
sin æ? + sin 2%? + sin 3a? . . . + sin (n — 1) æ? = 2 sin ka?, 
=1 
für don Werth e = 3 Veni Zn 213 
9. Die Summe darzustellen der Reihe 
sin py - sin gy + sin2py -sin2gy + . . + sin (n — 1)py-sin(n— 1) gy = 


k=n—1 


= d sin kpy + sin kqy. 
k= 


wo p und g positive duis Zahlen und y=f, fur die beiden 
Annahmen pæg und p—q. 3 


10. (Anschl.) Gegeben pL die Werthe der Unbe- 


kannten æ und y zu bestimmen aus den Gleichungen: 
æ. sin y Lu, sin 2y = a, 
a + sin 2y + y » sin 4y = b. 


11. (Anschl.)  Gegeben pe: die Werthe der Unbe- 


kannten 4, Y, 2 zu bestimmen aus den Gleichungen: 
æ. sin y + y «sin 2y + z- sin y — a, 
æ sin2y + y- sin 4y + 2 + sin 6y = b, 
2 + sin 3y + y * sin 6y + z» sin 9y = c. 


12. (Anschl.) Die Werthe der Unbekannten 2,, 45, 24... Un 
zu bestimmen aus den Gleichungen: 
o: sin y + 2, sin 2y + 2, - sindy +.. Luit sin (n—1)y=4,, 
æ sin 2y + 2, * sin 4y +2, + sin6y+...+2,-1-sin2(n s. Bug. 
main yep * sin Era posuit sob iio denten Dra» 


2, sin lis Drs. Ly * . sin 2 (n—1) y + es sin 3 (Ac. V 
ap + 2,1: sin (n — 1) y = a4, 
wo y= — ist. 
n — 
19. Durch einen Kreis vom Radius r werden drei ein- 
ander gleiche Kreise umhullt, welche einander zu zwei berühren: 
die Radien der inneren Kreise zu bestimmen. 
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14. (Anschl.) Durch einen Kreis vom Radius r werden 
n einander gleiche Kreise umhullt, welche einander zu zwei 
berühren: die Radien x dieser inneren Kreise Zu berechnen und 
den Radius y ihres inneren Berührungskreises. 

15. (Anschl) Ein System von n gleich grossen Kreisen 
mit den Radien Q, welche sich aufeinanderfolgend zu zwei berühren, 
wird von zwei concentrischen Kreisen berührt: die Radien der- 
selben zu bestimmen. 

16. Ein Kreis vom Radius 7 wird durch drei einander 
gleiche Kreise, welche sich zu zwei berühren, von Aussen berührt: 
die Radien dieser Kreise zu bestimmen. 

17. Wie Aufg. 16; jedoch sollen an Stelle der drei Be- 
rührungskreise deren n treten. 


18. Die Seiten « eines gleichseitigen Dreiecks werden zu 
zwei innerhalb des Dreiecks durch drei Kreise mit den Radien b 
berührt: den Radius æ desjenigen Kreises zu bestimmen, welchem 
diese drei Kreise umschrieben sind. Wie gross muss b sein, 
wenn die vier inneren Kreise einander gleich sein sollen? 

19. (Anschl) Die auf einanderfolgenden Seiten eines regel- 
màssigen n-Ecks, welches einem Kreise mit dem Radius 7 ein- 
geschrieben ist, werden zu zwei im Inneren des Vielecks durch 
gleich grosse Kreise mit dem Radius b berührt: den Radius c 
desjenigen Kreises zu bestimmen, welchem diese n Kreise 
umschrieben sind. 

20. Die (nicht verlängerten) Seiten eines gleichseitigen 
Dreiecks mit den Seiten a sind zu zwei Tangenten von drei gleich- 
grossen Kreisen, welche sich zu zwei berühren: die Radien dieser 
Kreise zu bestimmen. 

21. (Anschl.) Die Seiten eines regelmässigen n-Ecks sind 
zu zwei Tangenten von n gleichgrossen Kreisen, welche sich zu 
zwei berühren: die Radien æ dieser Kreise zu bestimmen. 

22. (Anschl) Dem System der n Kreise in Aufg. 21 
ist ein neuer Kreis eingeschrieben: den Radius % dieses Kreises 
zu bestimmen und anzugeben, für welchen Werth von 7 alle 
(n + 1) Kreise einander gleich sind. 

29. Durch die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks, dessen 
Seiten gleich a gegeben sind, sind zu zwei gleichgrosse Kreise 
mit dem Radius b gelegt: den Radius desjenigen Kreises zu 
bestimmen, welcher die drei Kreise von Innen, bezuglich von 
Aussen berührt. ‘Welchen Werth hat b, wenn die Kreise durch 
denselben Punkt gehen sollen? 
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24. Wie Aufg. 23; jedoch soll das gleichseitige Dreieck 
durch ein regelmässiges n-Eck ersetzt werden. 


25. Gegeben ein Dreieck und ein dem umschriebenen Kreise 
concentrischer Kreis K, mit dem Radius r,: es soll der Radius 
eines Kreises bestimmt werden, welcher K, und zwei Seiten des 
Dreiecks berührt. 


26. Wenn durch die Linie AD der Winkel A des Dreiecks 
ABC in die beiden Stücke e, und æ, getheilt wird, zu beweisen 
dass sin f + sin œ, + sin y * sin œ, = sin «+ sind 
ist, wo œ, B, y die Winkel des Dreiecks, ð ein Winkel an D 
sind, ferner $ und «,, sowie y und a, verschiedenen Dreiecken 
angehóren. 


27. Ein Winkel eines Dreiecks wird durch eine gerade 
Linie so getheilt, dass sich die Sinus der Theile wie die an- 
stossenden Seiten verhalten: den Winkel æ zu bestimmen der 
Theilungslinie mit der dritten Seite, wenn die Winkel des Dreiecks 
gegeben sind. ` Numerisches Beispiel: œ = 67° 30', 8 = 60°. 


28. Durch die beiden (die innere und áussere) Halbirungs- 
linien eines Dreieckswinkels wird auf der Gegenseite ein Stuck 
von bestimmter Lànge abgegrenzt; dasselbe werde, entsprechend 
der zugehörigen Seite, durch da, d, oder d, bezeichnet: welche 
Beziehung findet zwischen den drei Strecken da, d», d, statt? 


29. Durch das Dreieck ABC, dessen Winkel gegeben seien, 
ist eine beliebige Transversale G gelegt, welche mit den Seiten 
BC, CA, AB bezüglich Winkel bildet, deren Sinus die Werthe 
sin 4, sin w, sin v haben; ferner sind durch die Ecken des Dreiecks 
Parallelen gelegt zu G, welche auf den jedesmaligen Gegenseiten 
die Schnittpunkte A,, B,, C, ergeben. Die Verháltnisse zu be- 
stimmen der Abschnitte BA,: CA, u. s. w. der Seiten. 


30. (Anschl) Nachzuweisen, dass wenn man durch die 
Eckpunkte eines Dreiecks Linien zieht, welche conjugirt harmonisch 
sind zu einer beliebigen Richtung, (zu den Linien AA,, BB,, CC, 
von Aufg. 29) die Schnittpunkte dieser Linien mit den zugehörigen 
Gegenseiten auf einer geraden Linie liegen. 


31. Von einem Dreieck ABC gegeben die Seiten und die 
Winkel: das Verháltniss darzustellen des Produktes der drei 
Verbindungslinien des Mittelpunktes N des inneren Berührungs- 
kreises mit den Ecken des Dreiecks zum Produkt der Seiten. 
(Vergl. $ 34, Aufg. 5.) 
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32. (Anschl.) Das Produkt der drei Verbindungslinien 
auszudrücken durch die Radien des umschriebenen Kreises und 
des inneren Berührungskreises. 

33. (Anschl.) Nachzuweisen, dass die Summe der Quadrate 
der drei Verbindungslinien, je mit dem Sinus des Gegenwinkels 
des Dreiecks multiplicirt, dem doppelten Inhalt des Dreiecks 
gleichkommt. 

34. (Anschl.) Welches sind die den Aufg. 31— 33 ent- 
sprechenden Eigenschaften der Verbindungslinien des Mittel- 
punktes N, des die Seite a von Aussen berührenden Berührungs- 
kreises mit den Ecken des Dreiecks? 

35. (Anschl.) Geometrisch nachzuweisen die Richtigkeit 
der Formel 

a a 
etg 5 EE etg 5 + eig 5 = eig y : eig Ë . etg > 
wenn oe, f, y die Winkel eines Dreiecks sind. (Vergl. $ 5, Aufg. 18.) 
35a. (Anschl) Ebenso die der Formel 


a a 
ag — tg 5 — tk = eig Sg dg 


36. Wenn man auf den Radien des einem Dreieck um- 
schriebenen Kreises vom Mittelpunkte aus den Radius des inneren 
Berührungskreises abtrágt, so sind die Endpunkte dieser Stücke 
die Eckpunkte eines neuen Dreiecks, welches mit dem Höhen- 
Fusspunktsdreieck gleichen Umfang hat. 

91. Die Ecken eines Dreiecks sind mit einem Punkt in 
der Ebene desselben verbunden: den Inhalt des Dreiecks zu 
berechnen, wenn die Verbindungslinien a,, b,, c, und die Winkel 
des Dreiecks gegeben sind. 

38. Die Seiten eines Dreiecks werden nach beiden Seiten 
hin um ein gleiches Stuck verlängert: wie lang muss dasselbe 
sein, wenn das durch die Verbindung der Endpunkte der Ver- 
làngerungen entstehende Sechseck doppelt so gross sein soll als 
das gegebene Dreieck? 


39. Einem Rechteck mit den Seiten a und b ist ein 
Rhombus eingeschrieben, so dass durch zwei Gegenecken die 
Seiten b im Verháltniss von 4:p getheilt werden: den Inhalt 
und die Winkel des Rhombus zu bestimmen. Für welchen 
Werth von A:j& ist der Rhombus möglichst klein? 

40. (Anschl.) Einem Rechteck, von dessen Seiten a und b das 
Verhältniss gegeben ist, b=a tg e, ist ein Rhombus eingeschrieben 
von gegebenem Umfang (4c): den Inhalt desselben zu bestimmen. 
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41. (Anschl) Einem Rhombus, von dessen Diagonalen 
das Verhältniss gegeben ist, b= a tgs, ist ein Rechteck um- 
Schrieben vom Inhalt c*: die Seiten desselben zu berechnen. 

42. Zwei Gräben, von bezüglich 15m Länge und 12m Breite 
durchschneiden sich unter dem Winkel 54%: wie gross sind die 
beiden Diagonalen? 


43. (Anschl) Unter welchem Winkel müssen sich die 
Gráben in Aufg. 42 durehschneiden, wenn von den beiden 
Diagonalen die eine doppelt so lang sein soll als die andere? 


44. Ueber einer beliebig gegebenen Linie o als Basis 
ist ein gleichseitiges Fünfeek gezeichnet, dessen an á anliegende 
Winkel die Basiswinkel heissen mogen. Diese Basiswinkel zu 
bestimmen, wenn dieselben gleich dem Gegenwinkel der Basis 
sein sollen. (Vergl. $ 36, Aufg. 14.) 

45. (Anschl. Ueber der Basis o ist ein Fünfeck construirt, 
in welehem vier Winkel einander gleich sind, und der fünfte 
Winkel, der Winkel an der Spitze, gleich æ gegeben ist. Den 
Inhalt des Fünfecks und die Hóhe zur Basis à zu bestimmen, 
wenn die unteren drei Seiten des Fünfecks gleich o gegeben sind. 


46. Wie Aufgabe 45; jedoch sollen die beiden oberen 
Seiten des Fünfecks gleich der Basis o sein. 


47. (Anschl) Zu beweisen, dass sich dem Fünfeck in 
Aufg. 46 ein Kreis umschreiben lásst: den Radius dieses Kreises 
zu bestimmen. 

48. (Anschl.) Den Inhalt eines Fünfecks zu bestimmen, 
in welehem vier Winkel einander gleich sind, und das durch drei 
erste*) Diagonalen (=a) und zwei Seiten eines regelmässigen 
Achtecks gebildet wird. 

49. Den Inhalt zu bestimmen eines Fünfecks, in welchem 
vier Winkel einander gleich sind, und das durch drei Seiten 
(=a) und zwei (k — 2)te*) Diagonalen eines regelmässigen 
(2k + 1 = n)-Ecks gebildet wird. — Beispiele: n = 5; n= 1. 

50. Den Inhalt zu bestimmen eines Fünfecks, in welchem 
vier Winkel einander gleieh sind, und das zu Seiten hat drei 
erste Diagonalen (= 4) und zwei (24— 4)te*) Diagonalen eines 
4k-Ecks, wo 2k — n ist. — Beispiele: n = 4; — 6; = 8. 

51. Von einem Fünfeck sind die fünf Dreiecke gegeben, 
welche durch die Diagonalen vom Fünfeck abgeschnitten werden, 
gleich 4, 4, 4,, 41, 45: den Inhalt des Fünfecks zu bestimmen. 


*) Siehe die Anm. zu $ 31, Aufg. 22. 


Hermes, trigon. Aufgaben. 10 
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52. Durch die Eckpunkte des Dreiecks ABC sind die 
Durchmesser des umschriebenen Kreises AA,, BB,, CC, gezogen: 
den Inhalt des Sechsecks AB,CA,B C, zu bestimmen. 


53. Der Winkel an der Spitze gleich æ eines gleichschenk- 
ligen Dreiecks ist in drei gleiche Theile getheilt: wie verhalten 
sich die Abschnitte der Basis zu einander und zur ganzen Basis? 

54. Die Basis a eines gleichschenkligen Dreiecks ist in 
drei gleiche Theile getheilt und die Theilpunkte sind mit der 
Spitze verbunden: die Abschnitte x, y, s des Winkels an der 
Spitze æ darzustellen. (Vergl. $ 32, Aufg. 23.) 

55. Die Seite a des Dreiecks ABC ist durch die Punkte 
D und E in drei gleiche Theile getheilt: wie gross ist der 
Winkel DAE, wenn die Winkel $=50% und y — 60? gegeben sind? 

56. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse 
in drei gleiche Theile getheilt und sind die Theilpunkte mit dem 
Scheitelpunkt des rechten Winkels verbunden; der innere Winkel 
dieser Verbindungslinien sei gleich œ: wie gross sind die beiden 
äusseren Winkel? Spezieller Fall: «= 30°. 

57. Ueber der geraden Linie BC, welche in drei gleiche 
Theile getheilt ist, als Basis ist ein. Dreieck construirt und die 
Spitze A desselben mit den Theilpunkten verbunden. Den inneren 
Winkel dieser Verbindungslinien zu bestimmen, wenn die Differenz 
der áusseren dieser Winkel gleich ð und BAC gleich æ gegeben 
sind. Spezielle Annahme æ = 60°, à = 10°. 

58. Der Winkel « des Dreiecks ABC ist in drei gleiche 
Theile getheilt: wie verhàlt sich der durch die beiden Theillinien 
auf BC bestimmte Abschnitt DE zur Seite BC, wenn die Winkel 
B — 50° und y — 60? gegeben sind? 

59. Wie Aufg. 58; jedoch soll nur der Winkel æ gegeben 
sein und die Winkel f und y bestimmt werden für die Voraus- 
setzung, dass BC = 4 - D E gegeben sein soll. Spezielle Annahme: 
b= A, a= VO, 

60. Auf der Seite BC des Dreiecks ABC sind zwei Punkte 
D und E mit A verbunden und zwar ist BD: CE — AD: AE: 
welche Beziehung besteht zwischen den Winkeln BAD za und 
EAC= z, und welches ist der Ausdruck für DE, wenn die 
Seiten und Winkel des Dreiecks ABC und der Winkel BAD 
gegeben sind? 

61. Wie Aufg. 60; jedoch sollen die Winkel z und 2 
bestimmt werden, wenn der Winkel DAE=a, gegeben ist: als 
bekannt sind wieder die Winkel des Dreiecks AB € vorausgesetzt. 
Spezieller Fall: gegeben o — 509, 8 = 60°, a, = 20°. 
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62. Wie Aufg. 61; jedoch soll statt des Winkels œ, die 
Differenz der Winkel æ und z gegeben sein. Spezieller Fall: 
tw 0 BI: a = 609; Ba 50^. 

63. Die Punkte A, B, C einer geraden Linie sind mit 
einem ausserhalb gelegenen Punkte D verbunden, so dass die 
Verbindungslinien ein gegebenes Verhàltniss haben, nàmlich 

AD:BD:CD=4:p:v: 
die Winkel dieser Linien zu bestimmen, wenn AB = c, BC =a 
gegeben sind. 

64. In der Ebene eines Dreiecks, von dem die drei 
Winkel oe, f, y gegeben sind, einen Punkt P zu bestimmen, 
dessen Verbindungslinien mit den Ecken Winkel bilden, deren 
Sinus sich wie sin «:sin f : sin y verhalten. 

65. Wie Aufg. 64; jedoch sollen sich die Sinus der Winkel 
der Verbindungslinien wie A:w:» verhalten. Den Punkt P zu 
construiren. 

66. (Ansehl) Nachzuweisen, dass wenn man über den 
Seiten a, b, c des Dreiecks ABC bezüglich nach Aussen hin 
die Dreiecke L,BC, AM,C, ABN, errichtet, welche sámmitlich 
einem beliebig gegebenen Dreieck LMN ähnlich sind und zwar 
so, dass die Eckpunkte A, B, C bezüglich den Punkten L, M, N 
entsprechen, sich die Verbindungslinien der Gegenecken AL,, 
BM,, CN, in demselben Punkte P durchschneiden. 

67. (Anschl.) Die den Dreiecken BCL, CAM,, ABN, 
umschriebenen Kreise durchschneiden sich in demselben Punkte P 
und umgekehrt: " 

Wenn man durch die Ecken eines Dreiecks ABC zu zwei 
und einen beliebigen Punkt P Kreise construirt, so durchschneiden 
die Verbindungslinien AP, BP, CP die über den Gegenseiten 
coustruirten Kreise in den neuen Punkten Aj, Bo, C, und es 
sind die Dreiecke A,B C, AB,C, ABC, einander ähnlich. 


68. Auf dem einen Schenkel eines Winkels seien zwei 
Punkte gegeben A und B, bestimmt dureh ihre Entfernungen 
vom Scheitelpunkt C, AC — b und BC —a: welchen Winkel 
u bilden die Verbindungslinien der Punkte A und B mit einem 
Punkte P des anderen Schenkels, wenn PC — c gegeben ist? 

69. (Anschl) Wenn umgekehrt der Winkel Ó gegeben 
ist, welchen die Linien PA und PB mit einander bilden, so soll 
die Entfernung æ des Punktes P vom Scheitelpunkt C bestimmt 
werden. Welches ist der grösste Werth des Winkels 0? 
(Vergl. $ 35, Aufg. 44.) 

10* 
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70. Gegeben die Verbindungslinien v, und r, zweier Punkie 
P, und P, mit einem Punkte O (dem Anfangspunkte) und ihre 
Winkel e, und e, mit einer durch O gezogenen Linie OA (der 
Axe): die Entfernung r zu bestimmen eines beliebigen auf P,P, 
liegenden Punktes P von O, wenn OP mit OA den Winkel « 
bildet und den Winkel Ó der Linie P,P, mit der Axe. 

71. Wie Aufg. 70; jedoch soll die Lánge OP=r gegeben 
sein und der Winkel POA — « bestimmt werden. 

12. (Anschl.) Gegeben drei Punkte P,, P), P, durch ihre 
Entfernungen vom Anfangspunkte O (Aufg. (0) und die Winkel 
ihrer Verbindungslinien OP,, OP,, OP, mit der Axe OA, (d. h. 
ihre Polarcoordinaten) 

To (913 To Pas Ya Pg: 
den Inhalt des Dreiecks P,P,P, zu bestimmen. 

73. (Anschl.) Die Beziehung darzustellen zwischen den 
Polareoordinaten "uf, 7395, Tag, dreier Punkte, welche auf 
einer geraden Linie liegen. 

74. Einem gegebenen Kreise ein Dreieck einzuzeichnen, 
dessen Seiten durch die Eckpunkte eines gegebenen Dreiecks gehen. 

75. (Anschl) Auf dem Durchmesser eines Kreises mit 
dem Radius r sind drei Punkte gegeben A, B, C durch ihre 
Entfernungen vom Mittelpunkte O, OA= Ar, OB=yur, OC=»vr: 
ein Dreieck UVW zu bestimmen, welches dem Kreise einge- 
schrieben ist, und dessen Seiten VW, WU, UV bezüglich durch 
A, B, C gehen. Numerisches Beispiel: 4— Y, p = 3⁄4, y = 5. 

16. Gegeben zwei: gerade Linien G, und @,, ihrer Lage 
nach, durchgihre Entfernungen p, und p, vom Anfangspunkte O 
und die Winkel Ó, und g,, welche die Lothe p, und p, mit der 
Axe OA bilden, d. h. durch die Polarcoordinaten der Fusspunkte 
der von O aus auf sie gefällten Lothe: die Polareoordinaten des 
Schnittpunktes P der beiden Linien G, und G, zu bestimmen. 

77. (Anschl) Gegeben drei gerade Linien G,, Ga, G, 
durch die Polarcoordinaten der Fusspunkte der von O aus auf. 
sie gefallten Lothe (Vergl. Aufg. 76) p, und gg, Po und Øo, 
p, und ,: die Seiten und den Inhalt des durch die drei Linien 
gebildeten Dreiecks zu bestimmen. 

48. (Anschl.) Die Bedingung anzugeben, dass die drei 
geraden Linien G,, Gs, G, durch denselben Punkt gehen. 

19. Einem gegebenen Dreieck ein zweites einzuschreiben, 
welches zugleich einem gegebenen Kreise umschrieben ist. 

80. (Anschl) Einem gegebenen Kreise ein Dreieck um- 
zuschreiben, dessen Eckpunkte auf drei gegebenen paralleleu 
Linien liegen sollen. 
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$ 38. Aufgaben aus der Physik. 
a. Mechanik. 


Aufg. 1—4. Gleichfórmige Bewegung. 

1. Zwei Punkte A und B bewegen’ sich auf concentrischen 
Kreisen, deren Radien gleich o und b, (a7» b), gegeben sind, 
bezüglich mit der Winkelgeschwindigkeit œ und f, von einer 
gegebenen Anfangslage aus: anzugeben ihre Entfernung nach 
t Zeiteinheiten. Nach wieviel Zeiteinheiten (Sekunden) haben 
die beiden Punkte ihre grósste, bezüglich ihre kleinste Entfernung? 

2. (Anschl) Wenn hat der Punkt B, von A aus gesehen, 
den gróssten Abstand von C, d. h. nach Verlauf von wieviel 
Zeiteinheiten ist Winkel CBA gleich einem Rechten? 

9. (Anschl.) Bestimmung der Stillstandspunkte*): d.h. 
nach welcher Zeit scheinen B und €, von A aus gesehen, dieselbe 
Geschwindigkeit zu haben? 

9a. (Anschl) Anwendung auf die Bewegung der Erde A 
und der Venus B. Gegeben œ = 1, 8 = 1,625; a=1, besch Die, 

4. Zwei Punkte A und B bewegen sich, bezüglich mit der 
Geschwindigkeit æ und f, gleichförmig auf zwei sich durch- 
schneidenden geraden Linien, von einer gegebenen Anfangslage 
A, und B, aus: welchen Abstand haben sie nach 1 Zeiteinheiten? 
nach wieviel Sekunden haben sie ihren kleinsten Abstand und 
wie gross ist derselbe? Der Schnittpunkt der Linien sei €, ihr 
Winkel y, CA, bo, C B, =a, gegeben. 


Aufg. 5—12. Die Flugbahn eines Geschosses. 
5. Die Flugbahn eines schrág aufwárts geworfenen schweren 
Punktes ist definirt durch die beiden Gleichungen: 


2 
gm cl. cos a, y — d sina i, 
wo 4 und y bezüglich die Abseisse und Ordinate sind für den 
Ort des Punktes, bezogen auf den Anfangspunkt Á der Bewegung 
und die Horizontale durch Á als Abscissenaxe, nach Verlauf von 
Í Sekunden, c die Anfangsgeschwindigkeit und œ der Elevations- 
winkel, g die Beschleunigung der Erdschwere: den Elevations- 
winkel zu bestimmen, wenn 2—-4, und y==y, gegeben sein sollen. 

6. Innerhalb weleher Grenzen ist bei gegebener Anfangs- 
geschwindigkeit ein Punkt noch zu erreichen? 

7. Welche horizontale Wurfweite w entspricht dem Ele- 
vationswinkel æ? für welchen Werth œ) von « ist die Wurfweite 
mogliehst gross? 

*) Vergl. Elem. der Astronomie des Verfassers, 8 30, oder Jochmann 
Phys. $ 376. 
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8. Die Flugbahn soll durch einen Punkt P gehen, dessen 
Verbindungslinie mit dem Anfangspunkte Á der Bewegung den 
Winkel $ mit dem Horizont bildet: für welchen Werth a, des 
Elevationswinkels œ ist'die Entfernung P von A für ein gegebenes 
c möglichst gross? für welche Elevation æ, kann man denselben 
Punkt P erreichen als für die Elevation æ? 

9. Den Elevationswinkel « zu bestimmen, wenn die Flug- 
bahn durch zwei Punkte P, und P, gehen soll, deren Abscisse 
und Ordinate bezüglich ©, und %,, £, und y, sind. (Vergl. $ 17, 
Aufg. 67). 

10. Den Winkel p zu bestimmen, welchen die Verbindungs- 
linie zweier Punkte P, und P, der Flugbahn, welche durch ihre 
Coordinaten 2,y, und 23%, (Aufg. 9) bestimmt sind, mit der 
Horizontalen, (der Abscissenaxe), bildet. 

11. (Anschl.) Welchem Grenzwerth Ó, nähert sich der 
Winkel 9, wenn die beiden Punkte P, und P, zusammenfallen, 
d. h. welchen Winkel bildet die Tangente in einem be- 
liebigen Punkte P, der Flugbahn mit dem Horizont? 

12. An welcher Stelle (in welcher horizontalen Entfernung 
Ææ, von Á) erreicht der bewegte Punkt seine grösste Höhe, und 
wie gross (y,) ist dieselbe? à 


Aufg. 13 — 32. Zusammensetzung von Kraften, 
welche auf einen Punkt in der Ebene wirken. 

13. Auf einen Punkt O wirken zwei Kräfte P, — 5 und 
P,— 7 unter einem rechten Winkel: Grösse und Richtung der 
Resultante P, zu bestimmen. a. Gegeben P, =21, P, = 20. 

14. Eine Kraft P=25 in zwei auf einander senkrechte 
Seitenkräfte zu zerlegen, deren eine mit P den Winkel «=609 
bildet: die Seitenkráfte zu bestimmen. a. P=14; «—34? 6,5'. 

15. Zwei Kräfte P, und P,, welche den Winkel æ mit 
einander bilden, wirken gleichzeitig auf denselben Punkt: Grosse 
und Richtung der Resultante anzugeben. 

á; Gegeben P,— 6,1; P, = 10,9; a = 113° 0,6'. 
b. 3 ESPA ee 500 

16. Eine Kraft P soll in zwei Seitenkráfte P, und P, 
zerlegt werden, welche mit ihr gegebene Winkel « und f bilden: 
P, und P, zu bestimmen. Gegeben P=40,8; «—(PP,) —5?43,5'; 
REM AIA: 

17. Drei auf einen Punkt wirkende Kräfte P,, P,, P, halten 
sich das Gleichgewicht. Gegeben P,— 35 und das Verháltniss der 
Winkel (P, P) : (P¿P,) : (PP,) — 10: 8:9: P, und P, zu bestimmen. 
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18. Drei auf einen Punkt wirkende Krafte von gegebener 
Grösse halten einander im Gleichgewicht: welche Winkel bilden 
die Kräfte mit einander? Gegeben P, = 5; Pa = 29; P, = 30. 


19. Von drei auf einen Punkt wirkenden und sich das 
Gleichgewicht haltenden Kräften ist das Verhältniss gegeben: 
P,:P,:P,=51:52:53. Welche Winkel bilden die Kräfte 
mit einander? 


20. Von drei auf einen Punkt wirkenden und sich das 
Gleichgewicht haltenden Kräften gegeben die Summe und das 
Verhältniss ihrer Winkel: die Kräfte zu bestimmen. 


P, + Pa -Pi — 100; BP): (Py: PP 


21. Man kennt von drei auf einen Punkt wirkenden und sich 
das Gleiehgewicht haltenden Kráften, und von denen die eine P, 
das arithmetische Mittel der beiden anderen ist, den Winkel der 
beiden letzteren: das Verháltniss dieser Kräfte und ihren Winkel 
mit der ersten Kraft zu bestimmen. Gegeben (P,P,) — 130°. 


22. Wie Aufg. 21; jedoch soll von den drei Kräften die 
eine P, das geometrische Mittel der beiden anderen sein. Gegeben 


(P,P,) = 1309. 


29. Auf einen Punkt wirken in derselben Ebene drei 
Kräfte P,, P,, P,, und zwar P, und P, auf entgegengesetzten 
Seiten von P,: Grósse und Richtung der Resultante anzugeben, 
wein Ha, Bm bøi PssT, APP 4 AMM ES AD 
gegeben sind. 

8. Ps P219; Psst a PP805 o P P100. 


24. Auf den Mittelpunkt eines Kreises wirken vier Krafte, 
der Grósse und Richtung nach dargestellt durch vier Radien, 
welche die Peripherie im Verháltniss von 3:5:9:7 theilen: 
die Grósse und Richtung der Resultante zu bestimmen. 


25. Vier Kräfte, welche auf den Mittelpunkt eines Kreises 
wirken und die Peripherie im Verhältniss von 6:4:5:9 theilen, 
halten sich das Gleichgewicht: die Kräfte zu bestimmen, wenn 
die erste und dritte, sowie die zweite und vierte dieselbe Summe 


(100) haben. 

26. Drei auf einen Punkt wirkende Kräfte seien der Grösse 
und Richtung nach dargestellt durch die Verbindungslinien dieses 
Punktes als des Mittelpunktes eines Kreises mit den Ecken eines 
ihm eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks: zu beweisen, dass 
sich die Kräfte das Gleichgewicht halten. 


WWW.rcin.org.pl 


152 Cap. III. Angewandte Aufgaben. 8 38. 


27. (Anschl) Wie Aufg. 26; jedoeh soll der Angriffspunkt 
der drei Kräfte ein beliebiger Punkt des Kreises sein: die 
Grösse und Richtung der Resultante zu bestimmen, wenn 7 der 
Radius des Kreises ist. 

28. Wie Aufg. 26; jedoch soll das gleichseitige Dreieck 
durch ein regelmássiges n-Eck ersetzt werden und demnach * 
die Anzahl der auf den Punkt wirkenden Kräfte sein. 

29. (Vergl. Aufg. 27.) Ein System von n auf einen Punkt 
in der Ebene wirkenden Kráften sei der Grósse und Richtung 
nach dargestellt durch die Verbindungslinien dieses Punktes mit 
den Ecken eines regelmässigen n-Ecks: die Grösse und Richtung 
der Resultante des Kräftesystems darzustellen. 

30. Gegeben ein Dreieck: einen Punkt P in der Ebene 
desselben zu bestimmen, für welchen als Angriffspunkt diejenigen 
drei Kräfte, welche ihrer Grösse und Richtung nach durch die 
Verbindungslinien von P mit den Ecken des Dreiecks dargestellt 
werden, sich das Gleichgewicht halten. 

91. Wie Aufg. 30; jedoch soll der geometrische Ort aller 
Punkte P gefunden werden, für welche die drei Kräfte eine 
Resultante von gegebener Grosse haben. 

32. Wie Aufg. 30; jedoch soll das Dreieck durch ein 
Viereck und demnach die drei im Gleichgewicht stehenden Krafte 
durch ein Gleichgewichtssystem von vier Kráften ersetzt werden. 


Aufg. 33 —47. Zusammensetzung paralleler Kräfte; 
Bestimmung des Schwerpunktes“). 

33. Die Eckpunkte eines gewichtslosen Dreiecks sind mit 
Gewichten belastet, welche den entsprechenden Gegenseiten pro- 
portional sind: die Lage zu bestimmen des Unterstützungspunktes. 

94. Wie Aufg. 33; jedoch sollen die Ecken des Dreiecks 
mit gleichen Gewichten belastet sein. 

35. Mit welchen Gewichten hat man die Eckpunkte eines 
gewichtslosen Dreiecks, von welchem die Winkel gegeben sind, 
zu belasten, damit der Mittelpunkt des Druckes werde: 

a. der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises; 

b. der Höhensehnittpunkt; 

€. der Mittelpunkt des inneren Berührungskreises; 

d. der Mittelpunkt des die Seite o von Aussen berührenden 
Berührungskreises; 

e. der Sehnittpunkt der Verbindungslinien der Eckpunkte 
mit den Berührungspunkten des inneren Berührungskreises? 


*) Vergl. Aufg. a. d. Algebra u. niederen Analysis des Verfassers, $ 47, 
Aufg. 25— 34. 
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96. Den Schwerpunkt zu bestimmen des Umfanges 
eines Dreiecks, von welchem die Winkel und o, der Radius 
des eingeschriebenen Kreises, gegeben sind. 


37. In welcher Entfernung von der grössten Seite (dem 
Durchmesser des umschriebenen Kreises), liegt der Schwerpunkt 
des Umfanges der Halfte 

A. eines regelmässigen Sechsecks; 

b. eines regelmássigen Achtecks; 

€. eines regelmässigen 2n-Ecks 
in einem Kreise, dessen Radius gleich 7 gegeben ist? 


98. (Anschl) Welche Entfernung vom Mittelpunkt des 
Kreises hat der Schwerpunkt des Bogens eines Halbkreises mit 
dem Radius r? 


39. Einem Kreissegment, von welchem der Radius r und 
der zugehörige Centriwinkel Ze gegeben sind, ist eine Reihe von 
n gleichlangen Sehnen eingeschrieben, so dass ein (n+ 1)- Eck 
entsteht: den Abstand æ zu bestimmen des Sehwerpunktes dieses 
Systems von Sehnen vom Mittelpunkt des Kreises. 


40. (Anschl) Welche Entfernung vom Mittelpunkt des 
Kreises hat der Schwerpunkt eines Bogens, der zu einer Sehne 
a in einem Kreise mit dem Radius 7 gehört? 


41. Den Schwerpunkt zu bestimmen eines Trapezes, von 
welchem die beiden parallelen Seiten « und b und die Höhe A 
gegeben sind. — Bes. Fall. Das Trapez ist ein halbes regel- 
mássiges Sechseck in einem Kreise mit dem Radius r. 


42. Welche Entfernung von der Basis (dem Durchmesser 
des umschriebenen Kreises) hat der Schwerpunkt eines halben 
regelmássigen Achtecks in einem Kreise mit dem Radius 7? 


49. Wie Aufg.42; jedoch soll an Stelle des Achtecks ein 
regelmássiges 2n-Eck treten. 


44. (Anschl.) Welche Entfernung vom Mittelpunkt hat 
der Schwerpunkt eines Halbkreises mit dem Radius r? 


45. In einem Kreisausschnitt mit dem Radius r und der 
Sehne a sind dem zugehórigen (kleineren) Bogen n gleiche Sehnen 
eingeschrieben: den Schwerpunkt des durch dieselben bestimmten 
(n + 2)- Ecks zu bestimmen. 


46. (Anschl.) Welche Entfernung vom Mittelpunkt hat 
der Schwerpunkt eines Kreisausschnittes, welcher zum Bogen b, 
(der Sehne a) und dem Radius r gehört? 
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47. (Anschl.) Welche Entfernung vom Mittelpunkt des 
zugehörigen Kreises hat der Schwerpunkt eines Kreisabschnittes, 
welcher zum Bogen b, (der Sehne a, dem Centriwinkel æ) und 
dem Radius r gehört? 


Aufg. 48 — 52. Zusammensetzung beliebiger Kräfte 
in der Ebene. 


48. Auf die Eckpunkte A, B, C des (gewichtslosen) recht- 
winkligen Dreiecks ABC wirken in der Richtung der Seiten 
AB, BC, CA drei Kräfte, welche bezüglich durch diese Seiten 
selbst auch ihrer Intensität nach dargestellt sind: welches ist 
das Resultat ihrer gemeinschaftlichen Wirkung? 

Gegeben die Katheten a = 8 und b= 15. 


49. Auf die Ecken A, B, C des (gewichtslosen) Dreiecks 
ABC wirken in der Richtung der Seiten AB, BC, CA bezüglich 
die Kräfte P,, P„ P.: das Resultat ihrer Gesammtwirkung anzu- 
geben, wenn die Seiten des Dreiecks bekannt sind: a= 13, 

—= 14, 0215 und die Krafe P, == 13, D = 5, PR = 28. 


50. Auf die abwechselnden Ecken A, C, E des (gewichts- 
losen) regelmássigen Sechsecks ABCD EF wirken in Richtung 
der Seiten AB, C D, EF bezüglich die Kräfte P,, Pa, P}: welches 
ist das Resultat ihrer Gesammtwirkung, 

a. wenn die Kräfte P einander gleich sind? 

b. wenn P,— 1, P, — 2, P, — 3 gegeben sind? 

Bekannt die Seiten des Sechsecks gleich 1. 


5l. Auf die Punkte A, B, C eines Kreises, durch welche 
der Umfang desselben im Verháltniss von 3:4:5 getheilt wird, 
wirken in der Richtung der Tangenten und im Drehungssinne 
ABC die Kräfte P,—3, P,—4, P.=5: welches ist das Resultat 
ihrer gemeinschaftlichen Wirkung, wenn der Kreis als gewichtslos 
angesehen wird?  Gegeben der Radius gleich 1. 


52. Auf die Ecken A und B des gewichtslosen Dreiecks 
ABC wirken nach Innen zwei Kräfte, welche in ihrer Richtung 
und Intensität bezüglich durch die Höhe A in A und den Radius 
des umschriebenen Kreises r in B dargestellt werden: welche 
Kraft muss auf C wirken, damit die drei Kràfte nur eine augen- 
bliekliche Drehung veranlassen, und wie gross ist das Dreh- 
moment der drei Kräfte? Gegeben a = 36, b — 29, c — 25. 
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b. Optik. 
Aufg. 53 — 62. Reflexion des Lichtes. 


53. Zwei Punkte A und B auf derselben Seite eines 
ebenen Spiegels, und von demselben bezüglich um a und b ent- 
fernt, sind durch einen Lichtstrahl verbunden, der vom Spiegel 
reflektirt wird: den Einfallswinkel zu bestimmen, wenn die Ent- 
fernung AB gleich c gegeben ist. (a — 4, b — 9, c = 13.) 


54. Zwei Punkte A und B, welche zwischen zwei auf 
einander senkrechten Spiegeln, und zwar in einer zur gemein- 
schaftlichen Kante senkrechten Ebene liegen, sind durch einen 
Lichtstrahl verbunden, nachdem derselbe an beiden Spiegeln eine 
Reflexion erlitten hat: die Einfallswinkel an beiden Spiegeln zu 
bestimmen, wenn die von A und B auf die beiden Spiegel 
gefállten Lothe bezüglich gleich a, a, und b, b, gegeben sind. 


55. (Anschl.) Wie Aufgabe 54; jedoch sollen die beiden 
Spiegel den Winkel y mit einander bilden. 


56. Den Gang eines Lichtstrahls zu bestimmen, der von 
einem Punkte P im Innern eines Quadrates ABCD, dessen 
Seiten als spiegelnd gedacht werden, ausgehend nach dreimaliger 
Reflexion an auf einanderfolgenden Seiten wieder zum Ausgangs- 
punkte zurückkehrt: wie gross die einzelnen Einfallswinkel? 
Gegeben die Quadratseite gleich a und die Entfernung des Punktes 
P von AB =b und von AD =c. 


57. Von einem leuchtenden Punkte P zwischen zwei ebenen 
Spiegeln, welche den Winkel y mit einander bilden, erscheinen 
für ein Auge O eine Reihe von Bildern, welche entweder aus 
einer einmaligen Reflexion in dem einen oder in dem anderen 
Spiegel, oder in beiden Spiegeln, oder aus einer zweimaligen 
Reflexion in dem einen und einer einmaligen oder zweimaligen 
Reflexion in dem anderen Spiegel u. s. w. herrühren: die Lànge 
des Lichtstrahls zwischen O und P zu bestimmen, welcher er- 
fahren hat 

a. eine einmalige 

b. eine zweimalige Í Reflexion in beiden Spiegeln: 

€. eine kmalige 
Vorausgesetzt sei, dass P und O gleiche Entfernung r von der 
beiden Spiegeln gemeinschaftlichen Kante haben, in derselben 
Neigungsebene ACB der beiden Spiegel liegen und dass PCA=a, 
OCB=8 gegeben sind. 
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58. Der Axenschnitt eines conischen Spiegels sei das 
gleichschenklige Dreieck AB B}, auf der über B hinaus verlängerten 
Basis B B, befinde sich der leuchtende Punkt P: den Gang desjenigen 
Lichtstrahls zu bestimmen, der von P ausgehend nach einmaliger 
Reflexion in E an der Seite AB des Kegels parallel der Axe 
AC reflektirt wird: im Besonderen den Punkt F zu bestimmen, 
in welchem der reflektirte Strahl EO über E rúckwárts ver- 
längert die Basis C B trifft. Geg. CP=a, (Br, A CAB-—a. 

59. (Ansehl.) Wie Aufg. 58; jedoch soll der in E re- 
flektirte Strahl den auf der verlàngerten Axe liegenden Punkt O 
erreichen, wenn € O — b gegeben ist. 

60. (Anschl) Zwei Punkte P und O, auf den über die 
Hypotenuse hinaus verlàngerten Katheten des bei € rechtwinkligen 
Dreiecks ABC gelegen, sollen durch eine móglichst kurze, 
gebrochene Linie verbunden werden, deren Brechungspunkt E 
auf der Hypotenuse liegt, wenn gegeben sind die Katheten a=3, 
b —4, CP=a,=6, CO — b, =T: in welche Stücke wird die 
Hypotenuse durch E getheilt und wie gross ist der Einfalls- 
winkel in Æ? 

61. (Anschl.) Wie Aufg. 60; jedoch ist der Winkel ACB 
gleich y gegeben: bekannt seien ausserdem die Seiten a und 5 
und CP=a,, CO=0,. 

62. Den Gang eines Lichtstrahls zu bestimmen, welcher 
von einem Punkte P ausserhalb eines sphärischen Convex- 
spiegels mit dem Mittelpunkte C ausgehend, senkrecht zur 
Linie PC reflektirt wird. Gegeben CP=a und der Radius der 
Kugel gleich r: wie gross ist der Einfallswinkel? 


Aufg. 63—74. Brechung des Lichtes durch ebene 
Flàchen. 

63. Von einem leuchtenden Punkte D aus, der sich auf 
der einen Seite der geraden Linie AB, durch welche zwei Theile 
einer Ebene von verschiedenem optischen Brechungsvermogen 
getrennt werden, befindet, werde durch einen Lichtstrahl ein 
Punkt Æ auf der anderen Seite von AB erreicht auf dem 
gebrochenen Wege DCE, wo C auf AB liegt; der Brechungs- 
exponent vom ersten ins zweite Medium sei n: die Zeit Í zu 
bestimmen, welche zur Zurücklegung des Weges ACB erforderlich 
ist, wenn auch die Geschwindigkeiten des Lichtes in den Ràumen 
DAB und EAB sich verhalten wie 2: 1, und ebenso die Zeit Í, 
innerhalb deren der Lichtstrahl den geradlinigen Weg DE zurück- 
legen würde. Gegeben DC —2e, EC=d und der Einfallswinkel æ: 
go des s= b n= L5. 
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—— 


64. (Anschl.) Zu beweisen, dass wenn die Geschwindig- 
keiten des Lichtes oberhalb und unterhalb der Trennungslinie AB 
der beiden Medien sich wie sin æ: sin f verhalten, wo œ (der 
Einfallswinkel) grösser als 8 (der Brechungswinkel) ist, die 
gebrochene Linie DCE in kürzerer Zeit vom Licht zurückgelegt 
wird als die geradlinige Strecke DFE, wo F auf AB liegt. 


65. Gang eines Lichtstrahles durch eine planparallele 
Platte. Gegeben der Einfallswinkel œ, der Brechungsexponent n 
und die Dicke d der Platte: welchen Abstand hat der nach 
doppelter Brechung heraustretende Strahl von dem einfallenden 
Lichtstrahl? 


Beispiel, @— 00. 1,5 =3 "1.0: 


66. Ein Prisma werde durch einen Lichtstrahl in einer 
zur brechenden Kante senkrechten Ebene unter dem  Einfalls- 
winkel « getroffen: wie gross ist der Ablenkungswinkel ð nach 
zweimaliger Brechung, wenn der Brechungsexponent n und der 
brechende Winkel y gegeben sind? 


Beispiel: 2— 2095, y 240^, n= 1,5. 


67. Der Querschnitt eines Prismas habe die Form eines 
rechtwinkligen Dreiecks mit dem brechenden Winkel æ, auf die 
Kathetenfläche CA falle lothrecht ein Lichtstrahl DE, der die 
Hypotenusenfläche AB im Punkte F verlässt; in der Verlängerung 
von DEF sei senkrecht die Skala OM angebracht, so dass FO=d 
ist; der gebrochene Strahl treffe diese Skala im Punkte H, so 
ist HFO der Ablenkungswinkel 6: HO=h zu berechnen, wenn 
der Brechungsexponent n gegeben ist. | 


Beispiel: ez 30°, d = 100, n =%. 


68. (Anschl) Wie Aufg. 67; jedoch soll A — 30 gegeben 
Sein und % berechnet werden. 


69. An einer gewissen Stelle E, d. h. etwa in der Ent- 
fernung f von der brechenden Kante C eines Prismas mit dem 
brechenden Winkel y tritt ein Lichtstrahl in dasselbe ein und 
verlässt das Prisma wieder in einem zweiten Punkte F, für welchen 
CF =e gegeben ist: wie gross ist der Einfallswinkel &, und der 
Austrittswinkel 6,, wenn n der Brechungsexponent ist? 


Beispiel: e — T, TV, y Sú 


40. (Anschl.) Welches ist für die speziellen Voraussetzungen 
der Aufg. 69 der höchste Werth, den n erreichen kann? 
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71. (Anschl) Welches ist für einen gegebenen Wertl von 
^ der kleinste Werth für f, die Entfernung des Einfallspmktes 
von der brechenden Kante, algebraisch und numerisch fü die 
Werthe n= 1,5, y — 60°, und (zur Probe) wie gross ist aldann 
der Einfallswinkel &,? 


72. (Anschl) Ein Lichtstrahl falle in das Prisma anter 
dem Winkel s, — 60°: die Entfernung des Einfallspunktes Z von 
der brechenden Kante C d.i. CE — f zu bestimmen, wen der 
gebrochene Strahl in F austreten soll und CF =e gegebeı ist. 
Gegeben: n — 1,5, y = 609, e — 1. 

73. Ein Lichtstrahl tritt unter dem Einfallswinkel s, in 
ein Prisma ein und verlässt dasselbe unter dem Austrittswinkel 
6, nach doppelter Brechung: welche Beziehung findet zwischen 
den Winkeln s, und 0, statt, wenn y der brechende Winkd des 
Prismas und n der Brechungsexponent gegeben sind? Unter 
welcher Bedingung ist der Ablenkungswinkel moglichst klein? 
(Jochm. Phys. $ 144.) 


14. (Vergl. Aufg. 67.) In ein gleichschenklig-dreisétiges 
Prisma mit horizontaler Grundflàche tritt ein Lichtstrahl senk- 
recht zu einer Seitenfláche und erreicht nach der Brechung an der 
zweiten Seitenfläche eine vertikale Wand, welche um 100en von 
dem Austrittspunkte entfernt ist: wie breit ist auf dieser Wand 
das Spektrum, wenn der Brechungsexponent für das äusserste 
Roth 1,628 und für das áusserste Violet 1,671 sind? Gegeben 
der Brechungswinkel y = 30°. 

Aufg. 75 — 89. Brechung des Lichtes durch eine 
Kugelfläche. 

75. Von dem Punkte P, welcher um a vom Mittelpunkt C 
einer Kugel mit dem Radius r entfernt ist, (a > 7), gehen Licht- 
strahlen aus, welche auf der convexen Kugelfläche eine ein- 
malige Brechung erleiden: welchen Gang nimmt der àusserste 
der gebrochenen Strahlen, wenn n der Brechungsexponent gleich 
1'% gegeben ist? 

a. Der gebrochene Strahl soll der Axe parallel sein, wie 
gross ist a? b. Der einfallende Strahl soll der Axe parallel sein: 
in welcher Entfernung b von C wird die Axe durch den ge- 
brochenen Strahl getroffen? €. Es soll sich a : b = A : y verhalten: 
welchen Winkel bildet das Einfallsloth mit der Axe? 


16. (Anschl) Der von P ausgehende Lichtstrahl soll die 
Kugel so treffen, dass er nach einmaliger Brechung der Axe PC 
parallel ist: wie gross der Einfallswinkel, wenn das Verháltniss 
von r:a gleich Á gegeben ist? Gegeben 4 = 0,5, n = Í. 
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77. (Anschl) Der unter dem Winkel æ einfallende Strahl 
soll parallel der Axe sein, den Schnittpunkt Q des gebrochenen 
Strahles mit der Axe, d. h. b (Aufg. 75b) zu bestimmen. 


18. Den Einfallswinkel eines Lichtstrahls zu bestimmen 
für eine Glaskugel, der nach einmaliger Reflexion und doppelter 
Brechung die Kugel parallel der anfänglichen Richtung verlassen 
soll. Gegeben n = 1,5. 


79. (Anschl. an 77.) Die Lage des leuchtenden Punktes 
P auf der Axe zu bestimmen, und zwar den Winkel, welchen 
der einfallende Strahl mit der Axe bildet, für den Einfalls- 
winkel œ, wenn 


a. PC=0QC; b. PC:QC=4: y sein soll. 


80. Vom leuchtenden Punkte P aus treffe ein Lichtstrahl 
einen brechenden Kreis, so dass das Einfallsloth mit der Axe 
PC den Winkel v bildet: den Punkt Q zu bestimmen, in welchem 
der gebrochene Strahl die Axe trifft, d. h. den Werth von 
QC — b, wenn PC = a gegeben ist, — Welches ist der Grenz- 
werth von QC, wenn v sehr klein wird? 


81. Vom Punkte P der Axe, welcher vom Mittelpunkte C 
eines brechenden Kreises die Entfernung a hat, a>r, fällt 
ein Lichtstrahl auf den Kreis unter dem brechenden Winkel « 
und verlässt nach zweimaliger Brechung den Kreis: in 
welchem Punkte Q der Axe durchschneidet er alsdann dieselbe? 


82. (Anschl) Den Winkel zu bestimmen, welchen der ein- 
fallende Strahl mit der Axe bildet, wenn das Verhältniss von 
PC:QC=1: u gegeben ist. 

83. Ein Lichtstrahl trete in einen brechenden Kreis unter 
dem Einfallswinkel æ und verlasse denselben nach zweimaliger 
Brechung und einmaliger Reflexion: den Ablenkungswinkel ð 


zu bestimmen, wenn der Brechungsexponent n ist. (Vergl. 
Jochm. Phys. $ 161.) 


a. Gegeben „= 300, n= 4; b aðli) F= 

84. (Anschl.) Wie Aufg. 83; jedoch soll der Lichtstrahl 
erst nach zweimaliger Reflexion im Innern des Kreises den- 
selben verlassen. 


a. Gegeben a = AU, n =Y; Kae Te X 


85. (Anschl. an 84.) Für welchen Einfallswinkel kehrt 
nach doppelter Brechung und doppelter Reflexion der aus- 
tretende Strahl parallel dem einfallenden zurück? (Cubische 
Gleichung.) 


www.rcin.org.pl 


160 Cap. III. Angewandte Aufgaben, § 38. 


86. (Anschl.) Für welchen Einfallswinkel geht nach dop- 
pelter Brechung und doppelter Reflexion der austretende Strahl 
dem einfallenden parallel weiter? 


87. Von einem leuchtenden Punkte Á der Axe einer 
halbkugelförmigen Linse, der von der Linse die Ent- 
fernung a hat, wird dieselbe von einem Lichtstrahl getroffen, 
der mit der Axe den Winkel œ bildet: die Entfernung b von 
der Linse zu bestimmen desjenigen Punktes B der Axe, welcher 
nach doppelter Brechung an beiden Linsenflächen durch den Strahl 
getroffen wird: 


a. Wenn dem leuchtenden PM A die ebene Fláche der 
Linse zugewendet ist. 
b. Wenn dem Punkte Á die convexe Fláche der Linse zu- 
gewendet ist. 
Numerisches Beispiel: 
Gegeben U = 2, r —1, » 1,5, tg « = 0,25. 


88. Wie Aufg. 87; jedoch soll die Linse nunmehr doppelt 
convex sein, und zwar sollen die beiden Linsenflàchen die Radien 
rı und 7,, die Linse selbst aber die Dicke d haben. 


Numerisches Beispiel: 
Gegeben ed, r,—4, 7,23, d— 1, n— 1,5, «= 10€. 


89. Die gleiche Aufgabe (auch numerisch) für eine doppelt- 
concave Linse. 
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E 
Soon á 


"ii 4j L 
Resultate. 
Cap. I. 
sl. 
9,83661; 9,95833; 9,51563; 10,14060. 
9,93200; 8,91195; 10,3637; 9,50004. 
9,99855; 9,91460; 10,55067; 10,48694. 
9,726957; 9,811788; 8,806417; 8,24192. 
9,89791; .9,89009; 11,03953; 11,31062. 
9,617572; 9,91623; 9,356175; 10,08964. 
9,89704; 9,35520; 10,75427; 9,617504. 
9,32815; 9,945771; 10,05773; 9,838108. 
9,98624; 9,99989; 9,14477; 9,85919. 
8,55495; 9,82444; 7,21664; 8,73179. 
a=19 BD; Gees BEI: Tre 
a— 1432; 8—89994'; y= 56°51'; 
«52179 595::8 ND AR? y 28 407 2D 5 
«€64989'; B= 7725 ye 2927, 
gess. 1925. Bg 94957, VE; 


«= 35° 51,2"; 8 —91945,9'; y= 3?21,1'; 0—830? 59,7". 


œ = 76° 20,7; 8 —86? 39,6'; y=89" 13'; 


a —: 26? 49'; 


. «= 49?264'; 8 —629 20,7; y— 65? 6,1"; 


B —149 81,05: y=85° 0,5’; 


Hermes, trigon. Aufgaben. 
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VA FTV 
SARA P 
UNED ab. 
io Ü lare Y y 
Us Zäite: 
0 419 47, 
að 
d= 854. 
des 42? 55, 
dese bb 9. 
0-89? 51,5'. 
0 —84? 17,4. 
à —44? 58,3". 


. Gre 1°13,6'; 8 —806? 38,1'; y= 0? 26,8'; 0—88? 21,5". 


11 


162 Resultate zu S. 2 — 8. 4 der Aufg. 


21. & = eil B==48711,4'; y — 3625222; 
22. 42649 9,5'; —5391,8'. y —21?48,1'; 


23. œ= 609; pB= 45"; 780%; 
24. a— 179 31,2; B—450 39,9; y —429 5,1; 


95. &— 18° 57,60; 8— 711924; y—=35° 15,9; 


26a. « — 15; B=22 305 rz 18% 


26b. «== 12° 26,5 B = 849 2545 y — 59?41,9'; 
24; «219?12,2'; 8 — 64^ 51,8'; y — 23? 11,5; 
98. a-—14?16,7'; P= 58° 56,8'; y — 52?23,6'; d = 13? 16,8". 
29. a= 833,5’; 8 —01?49,8'; y = 49? 40,4'; 


80. a =153,6'; A= 64250; y —42?923,5'; 
31. -4-0,98481; — 0,93969; — 1,73205; 
32. — 0,93969; -+ 0,98481; oo; 

33. — 0,642179; + 0,53 — 1,73205; 
34. -L0,86008; — 1; — 5,67128; 
35. + 0,64279; — 0,5; + 5,617128; 


36. «—255230,75 B—16899,4'; y=123047,7'; 
37. «—166^41,4'; P=352917,5'; y =209915,7'; = 227933 8'. 
de 264917,4'. 
39. a 228935,4'; B=143°7,8', y=140911,7'; 9—130936,1'. 


38. «— 175933,6'; f—297939,3'; y— 24596!; 


40. «—198926,15 $=3121,4' y=21916,2; 
g 2. 
1. 143. V2; 4V3; ya. 2. 4y3; 1⁄4V23 %; 1. 
3. 4y3; —'4y3; —1; —1⁄4V8. 4. —14V2; KV; —1. 


e 


. — 4V3; «4; V3; oe. 6. 1⁄4 (V6 — V2); 


2— V3; 2+V8. 7. 1V2 — ya; 14)/2 + à; y8—1; VZ+1. 


ss 1, 2. 
ð= 519 90 4; 
Qc 847,43 
d — 35? 15,9". 
ð = 45". 
0 — 49? 6A'. 
des: 36". 
d = 449 26,2". 
dess 087 ARA 


dea 49? 82*; 
ð= 54? 24,6'. 


+ 1,19175. 
— 1,13205. 
+ 1,19175. 
+ 2,74748. 
— 0,17633. 


d=170%0,8'. 


d=1229 15". 


4(V6 + V2); 


8. 4y2--y3; wy2—ys; 243; ya—1. 
9. V24 V3; —'4y2--Y3; 24+V3 —2--y3. 


19. —4y2—y2; —«y2—y2; ya2— 1; 
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11. 
I 
13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


38, 2 
20. 
22. 
28. 
30. 


4(05—1; ⁄Vio+2v5; Yi—o4ys; ys42y5- 
(y10—2y5; 4(1+V5) ys—2y5; /1+04V5. 
“(+ v5) —1⁄(1+ Y5) —Vi--o4y5; y5—2y5. 
SS LNS —/ 10215): x(—V3+V15+/10+215) 
(1—y5+//30 + 615); (—1+V5+J/30 615), 

y 2(4—y2—Y6); y Y/2412—y2. 

yo —va- v6); nee 
1⁄(—1—V5+]/30—6V5). 19. (— V8: Lab y 


di 2 — V10 +2} 5+V5). 21. 1⁄4 V2 (sin 459). 
VJ. IAS CARS, Là CANET MO 


xVıo+2yB=%eos18°. 29. ]/1-I- 0,4 5 — tg54*. 
1,25. 31. 2. 82. 10... MA. 34 005. 


35. Y(V5— 1) — sin 18%. 36. 1⁄4V5. 37. 4/5 + 2y5. 


38. 


(VB + 1)=8 cos 36%. 89. V3. 40. /5— 2V5. (Wird 


sin 54? ersetzt durch cos 549, so ergiebt sich 1). 


1 
2 
3 
4. 
5. 
6 
1 
8 
9 


10. 


g 3. 


. cos æ = V3; tgo — 4/3; cga=VY3; «=30". 

et jr 0,8; 395 E 0,15; AAA yt y == 36°52,2'. 
” »=YV5; ? „= 0,4 V5; » „=Ü ,5V5; „= 41°48, K: 
„ > 2; „ pil; on 5751; „sáð 

Et 2,34 
5 „= Y1—45,, TUM, NEN ” E. . 
y1—42? 

Bip eeschter > ga 1%, ` ega-íog-61755,6 
a va? tea =— Ya; ctg a = — 2,4; a = 157922,8'. 
” „=3Y0,11; tg « = 3y11; iga Ml, a —84? 15,7". 
"wh (Ve—y2); tg o —2—Y3; ctg a=? +V3; YE 19^. 

P 1 12: e E ct S MN 
no yY445 tg œ = 3 ` eig Gr Vii 
11* 
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11. 
12. 
13. 


14. 


29. 


30. 


. Sin a = ——— 


sin == 0,85: ed etg — 0,170; bet. 
A „ =0,4V5; cos o — 0,2V5; etg «20,95 ges 63726,1". 
a „= V0,5; cos æ == — 0,5; ctga=— 1; a= 135°. 
„ »—MJ/10—2y5; cose — «(14-V5); 


ctg deu [25 1676 j-10y5; oss 36°, 


i 
$2 „+ ; dg E etse 0 q 
BT MIS Pat 064 


; sin o = 0,1 V10; cos œ = 0,8V10; tige im 125 180261. 


» „==; cos a zi 194.5 tg d m Mat Kee 91,9. 
5» 550,5; cosa — 1V3; tg œ = — V3; a== 1509. 


„sna="4|2 "UR cosa=14]/ 2 Li uscito a=67930!. 
IP còs «U = E iga = F. 


„ sin œ= VISÉ: cos œ = 14]2--y3; tgo = 2 —V8; 


ctg œ = 2 +Y3; «—15*. 


j sin a=) Lo cos a = | 112; CH al 
2 ut 14-4' 
. sin « = 1⁄4 (V5 + 1); cos a = Y V10 — 2y5; 


gam DIS +2V5; etg a —]/5 — 25; € — 54”. 


í sin o = 1⁄4]/2 +V2; cos œ = 41⁄2—V2; tg & =1-+ y2; 


etg a = y2 — 1; «= 61? 30". 


` sine= 43; cosa=0,5; tea=V3; ctga=Y4V3; dede. 
. sin «= —14y3; cos «— —0,5; tga=V3; etga DIER = 9409. 
. sina = 24 V1—2?; osa=24—1; tg a = Ar 
1 492 t qa 
. Sina = 24 m cos «= 1—24}; tg a = me: 
sin «= cos a Je. d 24 1 _ 1⁄2 
=p TIE SAPO PRESO 
sin œ= 24 4—1 PIE 24 : _ 4—1 
TELLA ee CSS E quer eigo: 


www.rcin.org.pl 


$8 3, 4. Resultate zu S. 6 und S. 7 der Aufg. 165 


31. 3sina—4sina?. 32. Acosa’— 3cosa. 33. tgo tgo" 
12 tg eð 


ar 
33a. ciga ARE 34.sin«(2cos2«-+1). 35. cos «(2 cos 2 «— 1). 


3 ctga? — 1 

sin 3« cos 3« - 
36. F eege 9 My3. 39. 1473. 
49.32 2. 5; (— 5. 23) 


8 A 


1. y2. sin (45? + o) —y2. cos (45? — c) æV1 + sin 22; 
V2 - sin (459 — æ) —y2 - cos (45? + æ) —V1 — sin 2a. 


c : O. ei A es Oruro (2, ARG 
4. - 2 TREE} sin 45 sin (e — 45 ) sin 45 sin (æ 45 ) 
sin 2« sin 2« sin 2« 
2 2 
4. cos2a; See ne 5. —1; Muse. 6. 2 cos CH 2 sin E 
sin 22 sin 22 SS" 2 


o s 
7. 2cos (45? — ag); od RAN AE 


sin & 

1 |  eos2a à sin (45° + a). 

9. cos að? ` sin æ? - 10. ego I JA MH. cos 45? + cos e"? 
y 0 3) 

mur A 12. tg (45%4 æ); tg(459— a). 13. cosa-ctga; ctgeg. 


sin 45°- sin æ 


14. tg (459 — á 15 cos 20 cos (45° — a]? 


NI Sr ku ' eos æ” sin o 
16. ctgeg; tg og; tg(45°—%). 17. cos a?; sin (45%-—a)?; cos (45 —ar)?, 
18. ctg æ; tg (45? — a)?; tg (2e — 45%. 19. sina; cos c. 
20. V3-cosa; 2 cos (45° — a). 21. V2- cose; 2 tg 2a. 


22. sin Oe: a ba 
cos Ze 


26. 2 sin (45° + < F Ë sin (45° SÉ ERA, 
2 (109 ooo (asr EE, 
gj, nat, sin(8—a) “yg cos(u—f) . eos (atp) 


cos œ cos f° sin a sin B ` eos sinf’ sino cos f ` 


. 23. sin ie: tga. 24. 0. 25. — Y. 
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166 Resultate zu S. 7 — S. 9 der Aufg. 88 4, 5. 
sin SÉ sin É 32 aain ET Pr FA 
29. ee, a+ p 30. PEOP E B > 
sin Kur pam cos 9 
#tin SEL . TEE 
2 2- > 31. sin (æ + 8) sin (a — 8); 
sin æ sin $ : — sin (4 + 8) sin (œ — f). 
32. — cos (æ + B) cos (æ — 8); mere m 


cos æ? - cos f? 


sin (8 — a) sin (B + œ) cos Se cos (œ + 8) 


sin a? + sin P? ; sin œ? - cos R 
34. cos (æ + B) - cos (a — B); 2 sin (œ + B) cos ep E. 
35. — 2 sin (æ + $) sin = more SF. 
36. „Ek . ag “TÉ, ctg ar ` ctg m 

«—B pa sin EN St 
91. tg 9 7 tg 5 38. Fa (e — By tg A - tg B. 
. tg æ» sin (æ + B) 
39. etg æ - etg (æ + B); WO OS cem 
tæ B BS. ate 1 

40. t . etg 3 5 tg 5 ' etg c etg B. 41, mue are 
42. sin gë cos 3a. 43. 2; 4 cos ie 44. sin 3a - cos «æ. 


> co Fa 


. cos 3a-cos e. 46. sina-siny. 47. sin (a — 2f) sin y. 
. cos œ» cos y. 49. — cos (æ + 28) - cos y. 50. sin æ- cos y. 
. sin (æ + 38) cos B. 52. cos (æ + 38) - cos B. 

. sin (3æ + 78) - sin 8. 54. 0. 55. O. 

. 4sin 45?- sin ag - sin (45°— ag); 4 sin 45?. cos eg - sin(45? — cg). 
. cosa; sing. 58. cosa; — sina. 

. 2 sin æ+ sin $ cos (æ + B); — 2 sin æ+ cos B + sin (œ + £). 

. 2 cos æ + cos P - cos (e + P); tg etg B+ tg (e + p). 


§ 5. 


. 4 cos % - cos Bg + cos Y 2. 4 sin œ -sin f - sin y. 
. 14 4 sin (45? — e) - sin (45? — BL) - sin (45? — yg)» 
. 4 sine- sin Bg: cosy4. A 4 cos æ+ cos $ - sin y. 
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Resultate zu S. 9 und S. 10 der Aufg. 164 


— 


48. 


53. 


y Y” 
. siny?. 41. 2sin —— 42. —2cosy*. 43. cos. 


. — 1-+ 4 cos (45? — «4) - cos (452— £4) * sin (45? — 1⁄4). 

. 1 + 4 sin « sin Bý - sin 1%. 8. — 1 — 4cos e. cos f - cos y. 
. 4 cos (45? — af). cos (45? — B4) + cos (45? — yg). 

. — 1 + 4 cos « : cos Bg + sin yg. 11. 1 — 4 sin «-sin f cos y. 
. 4 sin (45? — ag) » sin (45? — BL) - cos (45? — yg). 
„tga:teB:tgy. 14. tg 20. tg 28 - tg 2y. 


. tg 6/5 + tg 8/5 «tg Y/5 + 
. —tge/5tgB/octgY/,. 14. 1l. 18. ctg «1 - ctg B7; - etg Ys. 
. ctg a- ctg B cta y + 


. — ctg 2a . ctg 28 - tg 2y. 22. 1. 

. — 1 + 4 cos (45— «4 . cos (45? — BA) cos Y%- 

. — 4 eos (45? — æ) - cos (45? — B) - cos y. 

. 4 cos % + cos B4 - sin (45 — y4). 

„ 4 sin (459 — a). sin (459 — #4) - sin 7/,. 

. — 4 sin (45? — ei, sin (45? — f) - cos y. 

. 4 sin œ * sin fg. sin (459 — 7%). 29. 2 + 2 cosa + cos f: cosy. 
. 2 sin æ+ sin cosy. 91. — 2 sin 2a - sin 28 + cos 2y. 
.1—2cos«-cos B- cosy. 33. 1 — 2 sin œ.» sin P - cosy. 

. 9 eos «/, - cos B/, + sin y. 30. cos ff, cos y. 


1 
cos €/, + cos B/ + COS Y/a 


1 


sinæ-sinfP-siny` 


20. —ctga-ctgß-tgy. 


. 2 cos f Cs Ý ` oder 2 sin el.. 31. 4 cos B/, = cos 7/5, oder O. 
. 9 cos 8 e Y oder — 2 sin ei, 39. 4 sin B/„ - sin Y/,, oder Q. 


2 2 


2 
. COS 5 45 u. 46. 2 sin BR, cos pls, 47. sin(w— f) - sin y. 


2 


S o I ME i 
diia: (uit) aite Æ. 


0. 49.0. 50.2. 51.2. 52. GG. 
a AE rr cond a 
cos „008 —— +008 —— 
i um B 2 2 2 
2 sin y c08 gr * C08 y 
B—r . ya „a—B 
cos 2 sin 2 « sin 2 
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168 Resultate zu S. 10 — 8. 12 der Aufg. 88 5, 6. 


54 cos (8 — y) - cos (y — a) » cos (æ — B) 
k cos € » cos P + cos y 
pp, os (8 — y) - sin (e — y) » sin (e — f) 
1 cos «+ sin P » sin y £ 
56. 2 sin «/„ - sin 8/, - sin ls, 57. 2 sin @/, » cos B/, - cos 7. 
58. 2 sin «+ sin f - siny. 59. 2 sin 2« - sin 2f - sin 2y. 
60. 2 cos «/ - cos BA - cos Y/,. 


§ 6. 
or Y Aa Zeg 
1. 4 sin Kee SE 2 ^ 
2. Aen Ë EZ. n eT, 
ELITR SPA dl A 


. 4 sin 


4 
9. 2 — cos (B + y) - cos (y + æ) - cos (æ + B). 
6. 2 + cos (8 + y) cos (y + a) cos (æ + $). 
4. — 2 sin (B + y) sin (y + æ) - cos (e -]- B). 
8. 2 sin (B + y) - sin (y + a) - cos (« + f). 
9. sin (æ + ð)» sin (8 + 0). 10. sin (8 + 0): cos te + ð). 
1. sin te + y)- sin (e + 0). 12. cos (æ + 0) - cos (8 + 9). 
13 sin Le + $) - sin (æ + y) - sin (œ + 9) 
i cos œ - cos B - cos y - cos Ó i 
14 sin (æ + P) - sin Le + y) - sin (æ + ð) 
; sin æ + sin P - sin y sin d í 
15 2 sin (æ -+ 8) - sin (œ + y) » sin (« + ð) 
Ü cos æ * cos P » cos y - cos Ô i 


16. 2 sin (æ + y)» sin (B + y) * cos (y + 0). 
17. 4 cos Aw R EE 


2 2 
sp. B—r Lect 
18. —4sin gh cUm 
a—y Ed «+b 
19. 4 cos 5 008.5 cos —, 
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§ 6. Resultate zu S. 12 der Aufg. 169 


20. 4 sin — ERE ot TT. 

21. 4 cos (450 — E) - eos (ue — F) sin ELE ; 

22. 4 cos (459 El. cos (45° — Ë) . cos HE, 
E) sin SÉ 


23. 4 sin (45 — gj sin (45° — 


TD yY 
w 
Q 
o E 
E? 
R 
+ to 
æ 


1 PEA el . 81 giu Ur . 
24. 4 sin (45 e) sin (45 2 


25. tga-tgß-tgy+ sin (e+ B+) 


cos € * cos P - cos y 
cos («+ 847) 


sin &*sinf-siny' 


22. gegen 


cos € - cos P + cos y 
28. — tig ar tg P tgr át 
29. — 2 sin (8 — y) sin (æ — y) + cos (a + $). 
30. 2 sin (8 — y): sin (æ — y) - cos (æ + B). 


31.sin(a+8). 32.sin(«+ 8). 33. calis a MP ra 


26. ctg & - ctg B - ctg y — 


E Ber 4 Y 70 a 
34. — 1 + 4 cos g '008—5-— . 008, 


35. — A 00 FT. 009 =S sin ER, 


96. 4 cos (459 e, E r) cos (45° — C “cos — 8 


2 
91. tg (B — y) tg (y — e) - tg (æ — B). 
38. — etg (P — y) : etg (y — æ) » tg (u — B). 
39. 2 — 2 cos (f — y) - cos (y — a): cos (æ — B). 
40. — 2 sin (8 — y). sin VD Qi AN 41. tg æ- tg «/,. 
E or 
2 
45?—« 


44, — ctg $ 45. —tg G F) 46. t 8 "18 Ð en 


r2 


42. tg « ctg «/,. 43. uw = etga, = ctg 
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170 Resultate zu S. 12 — S. 14 der Aufg. SS 6, 7. 


2 
47. —tg E 48. ge. 49. — ctga - eg 50. ctga - e 


51. te T etg &. 52. etg e - tg F 53. tg æ ctg 5 


54. tg. etg a. 55: tg B - ctg £, 56. ctg B - tg (s -- i. 


§ 1. 


à sin 2« - sin Ae 
1. 4 cos «/, - cos æ + sin DE), = IB E 5 
sin % 


: sin 4e * sin Dei 
2. 8 cos &/, - cos æ + cos 2& - sin 90); — ———— — ———. 
sin €/, 


sin Be : sin 11 «/, 
sin @/, 


3. 16 cos «/„ - cose - cos 2a + cos 4« - sin 17«/,— 


sin 28 - sin (a +384) Es sin 28 - cos («1-3 8) 
sin &/, { sin 8/, 


[Zur Summation von Reihen gleichartiger Funktionen (Sinus 
oder Cosinus) von Winkeln, welche eine arithmetische Reihe 
bilden, multiplicire man die Reihe, jenachdem die Glieder der- 
selben gleiche oder abwechselnde Vorzeichen haben, mit dem 
doppelten Sinus oder Cosinus der halben Differenz der aufein- 
anderfolgenden Winkel und zerlege dann jedes der entstehenden 
Produkte in die zugehörige Differenz oder Summe.] 


p, Säi sin (n + D ss. sin n æ? 
; sin #% ' gine ^ 
js eu na (ke 
1 sn «sine TNT 8 e ad, Dän 2 sin?2n« 
TE ta sin %/, < 02 sin me 
sin SÉ. cos |æ + Zr 2D dd ra) 
10.22 M8) 000 Yo de) wg 2 
5 sin B/, > : cos e/, 
, — 
12. — ———————7—————. sin («+Ë «0d 
08 5% wird Déi SEN A." MS 
cos B/, a 
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$ 7. Resultate za S. 14 und S. 15 der Aufg. 171 


n—1 on 
wenn “ eine ungerade Zahl ist, cos(a 4 EDA) . sin "Ë 
wird. = ee ae AS 
cos B/, 
sin 4 na sin (4n 4- 2) æ 
"utres MEE DIE 
2 2 
U ` v. 2. MD TE 

x cos €), cos “/, 


2n+1) 


— 


sin 2na? cos (2n + 1)a? = cos(@-+nß)-cos 


18. cos w ` 19. cos & cos B/, 
L sin (2n-]- 1)« 1 sin (2n-]- 1) a 
21. 4 (2n+ LR, 22. v Ó (a1) 
n _ 1 sin 4na ES [2e + (n — DB]: sin n8 
d i ee 2 sin B CE 
n , eos [2e + (n — ka sin n np 
Að. 2 t 2 sin B 
sin næ — 2n sin «/, - cos =— am t TAM A 
26. A SH —. 
N sin @/, * sin sr WA. — sin nog? 
24. a Jona kl vatt 
28 (n + 1) sin (œ + n8) — n sin [e + (n + 1)8] — sine 
F 4 sin B/,* 
29 cos æ + n - cos [a + (n + 1)8] — (n + 1) - cos (e + n8) j 
à h 4 sin 84 i 
30 (2n — 1) sin 2 næ sinne -sin (n — 1) « 
: 2 sin æ sin æ? 
31 sin næ - sin (n + 1) 8 — sin (n + 1) æ - sin np 
4 sin ^ an E n = RE ` 
32 SA v s 
4 sin 7E in E É 
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172 Resultate zu S. 15 und 8.16 der Aufg. $8 7, Ta. 


33 cos næ - cos (n + 1) 8 — cos (n + 1) «+ cosn8 1 


4 sin ER. sin IE ^ 
34 sin (æ — ð) 35 sin (æ — ð) 36. 0 
"sine, sin ð ' eos æ: cos ð AE 
singe ` tg na _ tg 2na 
97 sin g?» sin (n+ 1) «x SC sin o í cos € ` 
sin 2n« sin nf 
m cos a? . cos (2n + 1) € a. sin « - sin P - sin (æ + n8) 
42. codes 43. tg n (n + 1) «/.. 


cos æ - sin $ - cos (æ + np) 
44 sin n (n + 1) 84 
` sin æ+ sin [e + n (n + 1) 8] ` 


§ 7a. 
1. Es sei a D> b: man setze 7 = tg P, so wird a + b = 
b . cos (p bs 459) _ a cos (p — 459) : 
cos + cos 45° = sing: cos 45° 2. (Vergl. 1). Es wird 


__ b. sin (p — 45°) * ESSE XU 
a — b = (oru queo cd 9. Für tg 9 = 7 wird der Ausdruck 


gleich ctg (p — 45°). 4. Gesetzt a = ctg p, so wird der Aus- 


druck gleich cos2 q. 5. Gesetzt — = ctg p: Resultat wie in 


Aufg. 4. 6. Gesetzt —— = tg 9, ^ wird der Ausdruck gleich 
ge oder 1. Gesctzt —- = sing, so wird der Ausdruck 
gleich o cos q. 8. Gesetzt — = cos p, so wird der Ausdruck 
gleich 2a : cos (459? — 9/,). 9. Gesetzt tg Ó SE Ee 

| 2 ab - cos y/, 


wird der Ausdruck gleich -— : 10. Gesetzt tg p = 


An bh y? 


11. Gesetzt tg o, cos y = 
cos æ+ sin (B + p) 


sin y 
12. Vergl. Aufg. 11; der Ausdruck ist etwa zu bringen auf die 


Form sin æ * sin (p — B) " 
sin Ø 


so wird der Ausdruck gleich ^ SES 
cos 


= ctg Øw, so wird der Ausdruck gleich 
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$8 8, 9. Resultate zu S. 17 — S. 19 der Aufg. 173 


§ 8.. 

160» 2651. .2.. 2633,97 HØ AD XI d 
Ər 519490. .6. 387 10,4. 2, ARIS AE E 
Y 112° 371,23 10. 809. 35 609. 127 909. 19. IRRE, 
14. 45°, 15. 532.1,8'.. 16. 26? 43,8; 1242: 257. 11. 115° 10,55 
18. 32° 20'; 249° 12,2'. 19. oun 25,5’. 20. 90% 2109. 21. 30°, 
22. 60% 1809. 23. 37° 18,8’; 141°2,9'. 24. 609. 25. 26° 33,9; 
153° 26,1’. 26. 35°15,9'; 144? 44,1’. 24. 45% 1850. 28. 30% 
210. *29. 03 TOSSIJV, 7030: BEE 3L 20855 
92. 75981,9' 393. 94? 15,8'. 34. 16%46,7". $5. 167467" 
36. 20% 42,3'. 37. 26°48,7'. 38. 239263 39. 12? 15,35 
489 9,9'. 40. 162 47,7'. 41.189; 54°. 41a. sin z = Y Y- cos a. 


1— œ 2 

o LC O ! ut vss 
42. 10002; 136021,9. Aën, iess zk 
49. cos 22 = EV 44. 24°5,7. 4b. cos e O 
2—« a —2 


46. 309. 47, cos 22? + DES Cram 142 22 => 48. 60? od. 09, 


49. (5 —3a) cosæt = 2 (5 — 20) sin a? + cos a42—(1 — æ) sin æt. 
90. (10— 34) cosa*=10(2—a) sine? cos 22 4-2 (1 — 2a) sin 2%, 


8 9. 

1. 30% 2. 66925,3'; 180%. 3. 26° 33,9 105° 56,7. 
4. 10? 54,15 1009 54,1'. 5. 19° 23,8'; 228? 35,4'. 6. 41? 24,6; 
120%. 7. 639 26,17; 146918,6'. 8. 50° 11,7; 123941,4'. 
9. 196° 55,1. 10. 56955,2'; 139°1,5. 11. 130° 38,9". 
12. 55° 54'; 1459 54'. 13. 24928,2'; 155%31,8'. 14. 61951/. 
15. 202° 47,7. 16. 135% 64° 59. 17. 45% 63° 26,1". 
18. 16° 50,6"; 106° 50,6". 19. 64° 44,6'; 141949,4'. 20. 60°. 
21. 1422,25 719 33,9. 22. 135% 18° 26,1'. 23. 455; 104° 2,2. 
24. 90% 45°. 25. 31948'; 1219 43'. 26. 54° 44,1'; 195? 15,9". 
27. 62°25,5'; 117934,5'. 28. 18°18,5'; 26°41,5'. 29. 66936' 45"; 


E 
299 58,2. 830. 69953,7'; 14389 47,U. ` 81. tg 2 — — — 


a —d 


www.rcin.org.pl 


174 Resultate zu S. 19 und S. 20 der Aufg. $8 9, 10. 


32. e ctg z? — 2b ctg v = a — a. 33. etg a —2btga—a— c. 


b— a a — 20 
aM FAL VE ERECTA PAR = ——— at 
d. tu g = Drag EE oder cos 22 Cer 35. ctga 
b— a 20 — a 4 jE ud 


2. Cd E 
37. 15°. 38. 10995,2'. 98a. 7. sin w = + yT F ë — 1. 


39. c sin Ze — b + V9? + 4 ac. 40. 105°. 41 u. 42. 155° 42,3' 
und 114? 17,7. 43. 2 sin 2z = o? + Vat F 4æ. 44. 1289272. 
45 und 46. 146° 15' und 33? 45'. 47. 45% 63? 19' und 26? 41'. 
48. 121° 22' und 148? 38'. 49. a? sin 2z = (2a +) b. 
50. 2a? sin 2z—2 ac +b? +b 4a? 4 4ac + 52. 51. 20? 54,3% 
59. 110954,3'. 58. asin2z — b + V 0? --2ac. 54. 229 305 
54213. 5b. 619305 35247. 8506. 169 50,7'; 739 9,31, 
57. atg2a? +2biga=—2c. 58. 1089. 59. 419 24,6; 
94? 46,8'. 60. cos a? — 2acos æ= b. 61. 1809; 120%. 62. 0% 
609. 63. 77920,4'. 64. 102° 39,6'. 65. 18% 549. 66. 419246. 
67. 51949,7; 180% 68. 0% 128% 10,9". 69. 729; 1449. 
70. 22227,8. Tl. sin Det = Í. 12, 63926,1/. 78. b sin2a? + 


+ asin2x=2a. 74. (b — 2«) sin 22? + a sin 2e = — 2a. 
75. 105%. 76. 65954,3'; 35? 15,9'. 77. tg æt — (3 + a)tgæ*+ «—0. 
78. «cos 2a? + (e + 1) cos 22 — 1. 19. tg à? = 
80. 679 30' oder 112? 30'; 22° 30' oder 157° 30”. 


a? 


S 10. 


a. Zur Lósung einer Gleichung von der Form 
a sin c + b cos æ = c führe man im Allgemeinen statt a und b 


bezüglich Q cos y und e sing ein, d. h. ọ= Ya? +02? und 


tang Ó nn SÉ ergiebt sich für die Gleichung die Form 


| SR — ep  csing 
sin (x+ q) = s l 2 5 


PTS 6.4 8! MEI. n A P 
1.14897,8'. 2. 1489 7,8". 8.18 =S. 4. tg (45 zl - 
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$ 10. Resultate zu S. 20 — S. 23 der Aufg. 175 
5.030% . 0.536? 52,2';^ 196? 15,6' "H 26? 52,25? 1579%22,61, 
8. 64? 40'; 221? 35,6'. 9. 62? 43,4'; 223? 32,2'.- 10. 6? 50,1'; 


179 8,4'. 11. 589 7,3; 186° 52,7/. 12. 54° 37,8". 13. tg p=, 
sin (2 +9) = a< VE FD. 14. æ < Vöð— a. 


b. Man ersetze die linke Seite der Gleichung durch ein 
Produkt. 


15. 609 -«/„. 16. 10917,6. 17. 90°— æ. 18. 74930,4'. 
19. 61916'. 20. 51923. 21 tge =. 
cos & qos e 


22. të (x + %„) = 29... a — 45°. 


cos c : 


Ar Að mui! 3 e =. 26. tg 3 æ/ =—3. 
21. 90° + $ 28. 45" => 29. ud 30. 21" 49,2. 


91. 6° 11,2'. 32. 85'46,5'. 83. 24'30,6'.. 34. 129?.9,7'. 
95. 65°. 36, 15%; 195*. 81. 22" 30'; 67° 30'; 112° 30', n. s. e, 
98. 15" us: w 99.201 27;.. 409 1» eis 1%. 41.45%... 
42. 97*99!:.. "435, 805... 4 1» a» V. 45. 33 1,25 
46. 2928,6'5.. 47. 22230'5.. 48. 1> a> 49. 365;.. 
50. 20910';, 01. 215,8 52. 15» á > Mo. 58. 22:19 1,9". 
54. 1««« V2. 55. 70°6,2'. dba. 19"53,8'. 56. 69°17,7. 
57. 45°. 58. 30° 16,6’; 59°43,4'. 59. 15°; 75% 60. 30°; 60°. 
61. 34° 57,2. 62.1 >a>%; 22—41'414';.. 63. 4» 4 55 
40° 34,2'; 49°25,8. 64. 1> a> 1⁄4 V2; 22=58", .. 
65. 1> «> 4(2--V2); 360 42,77; 20'2,0' ^ 66. 135°. 
67. sin22 —2ctga-tg «4; —2etgo-ctgeg. 68. 342 «> 4; 105°. 
69. 195^; 15*502'; UDS... RE 33405 45. 41.135"; 
279 58,17; 62" Lë. 72. 2/>0a>Y; 96" 49,6; 173° 10,4. 
73. 61130" — 74. — 1 <a «— 3⁄3 45% 92*30'; ei 30". 
49. —4 «a «5; 45% 13" 21,3"; 76" 88,7”. 76. tgz—tge tg B-tgy. 
17. tgu=ctga -tg8 - tgy. 18. (Vergl. $ Ta, Aufg. 1.) tgp— 4 


sin « sin q? 


tg = ; que 51 16,2. 19. 5822. 80. a=— a; 
cos p 
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176 Resultate zu S. 23 — S. 25 der Aufg. 88 10, 11. 
æ= 60". 81. 120”. 82. 49"21,3'. 83. 36". 84. x, = 605; 
eos 22 = 0,5 — cos 2a. 85. æ = 120°; cos, — — 0,5 — cos 2. 
86. 108°. 87. 62—48^35,4'. 88. 32° 18,6'. 89. 33° 12,6; 49^ 7,9'. 
90. cos 22 — — etg 2a?. 


§ 11. 

1. 2—9"36,9' 2 z—6"197. 3. z—233'414'. 
4. x — 68° 36,8'. 5. x —44'43,8'. 6. 2— 66^ 8,2”. 7. =300. 
8. =26'268'. 9. z—217'98'. 10. 2=20' 28,5; 
y ="1" 37,6". 10a. 2 — VU 33,9 oder = 135"; y — 45" oder 
—4108^26,1'. 11. =64"204', 12. 58"57'. 18. =60" 12,9" 
14. =40"36,5'. 15. 105°. 16. 4—33^10,8'. 17. x=6753,6/. 
18. 57°58,5’. 19. -=56"22,8'. 20. -=30"11,8'. 20a. 27729 4'. 
21. 2—44"28'. 22. =42'38,8'. 28. 158'4,6'. 94. «=80". 
24a. sin ZT 4908 8 sin ej, sin ZEY 
25. 110°42,3'. 26. 2—31"15,4'. 27. =18"26,1'; y— 928" 19'. 
28. x — 31" 15,4; y = 51° 6,2'. 29. x — 42" 50,75 y= 12" 9”, 
30. æ= 130° 44,1"; y=70°44,1. 81. x = 162^ 58,455 

y = 73° 10,4'. 31a. s= 341 44,95; y= 101° 31,1. 
32. x= 388° 30,3' (406° 27,2; ds 102° 14,7' (143? 11,2”. 


32a. gp =p cos UE > Va @’+ß?. 33. 2=30"10,7' 


(348° 28,9); y = 48" dis wë 44,9). 94. x — 60° 33,1'; 
4997 7! kan e Lows CLH 
y=42"7,U. 84a. ctg ES 3 sin — g yo? Lei 
95. 2==101*31' $—-108' A. 36. 2, = Bt 29,95 
25434 = 100? 25,17; 2, — 29° 17,2'; y, = 34" 34,3". 


== 60847. 


1— fp? 1 
94. sina? = Au cos Y — F 
"e b 
88. ein. 23 = ER sin y = — =. 
y? (8? — að) > (9 — að) 
39. cos Mag cos P= Tæ 


39a. Wie Aufg. 39; nur ist cosy durch sin j zu ersetzen. 
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§ 11. i Resultate zu S. 25 der Aufg. 177 


40, 1 Y (80087), atu (e+e: (nð — Br) 

"7.2 (æ) («d+ 8y)' 2 ^ («—8)-(«à4-Br| 
40a. Zurückzuführen auf Aufg. 39 durch die Gleichung: 

sinz:siny —«y:80. 40b. Zurückzuführen auf 39a. 


l geet B A — 0 E dag 0 ! 
41. cos Zz AE TA & = 292 58,5"; y = 01" LA 


2 SI 
42. wt — =F, æ = 264° 14,1'; y= 155° 45,9'. 


OVES, UR Á _ tg8 ali —ð 
43. cos x — cos — cos B; tg y = A 44. kd Á 


`` t1—ð? 45 ded an | byi—ð? 
` : b — ða e UH ecd 


dl dmi m F lb urs 
ayl — P byl— P 
46. go i BE T : 
Vi — di Vi 
41. etg x = Í EXP xt AT. rud 


ið n UE dur lite. EIE 


49. 25.ctg s — ð (a + b) + V0? (a +b)? -- tab. 

50, du ze L, 50a. sin v= 1. 51. sin «+ siny? —sin 2? = 

= sin 4? — 2 sin (4 — æ) - sin (4—Y) » cos (4 — 2), 
k 3 á a? + 5? c 

folglich für 4 = 180": eos 2 — — 


u. s. w. (der 


2ab 
Cosinussatz). 52. Es ist cos æ? + cos y? — cos z^ = cos 4? + 


+ 2 sin (4 — æ) - IRL cott) - cos(4 — z); für 4 = 90": 


2 ad 

` m £ u. $. W. 53. Es ist ga + tg y + tg z= 
4 

= lg ú Ehe für 4 = 180%: 

a (a + b -- c) 0084, COR Qs OI D 

NY OM EEN 54. Es ist etg e + etg y + etg z= 
Á 

= etg 2. etg y - IE o lar folglich für 4=90": 

_ a(a+b+ c) sin Z. Hn y. SIMS i Á 

etg = EE Pen MNA 55. sin æ? + sin y? — sin 2? = 

= sin 4? — 2 sin (aay sin 5 — y) + eos (4 + 2), folglich 

für 4 ——0: RU $ 8. W. 


2ab 


Hermes, trigon. Aufgaben. 12 


sing== 


tg V= 
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178 Resultate zu S. 25 und S. 26 der Aufg. $ 11, 


AUREA a 
56. Für A — 180" ergiebt sich Me u. S. W. 


2ab 
i a PAPEI 1 ERA 
Di sin za Ben u.s. w. 58. tgz? — aep u. 8. W. 
a c(c—a—b) S (a + by? 
59. ctg z KEE E 60. cosz TF ae 


o 


T 
61. tgu — irae Ya?+b?. 62. cosu= =; uc PM 


63.*) tg (EL 4 1) = rd „tg sf ; (F 
d ré 64.9) c sg (55 sf ) dk BEE. 
B 


a — f 
2 alt +) =— 


2 sin 


eh 
2 sin 5 
» «+p 0 — að oy 28 
65.*) eig ( 45 +u) =Z ;-et (1 +5 h- 
s cs (FF +u 45° T EN 


sin (a + 8 + 2v) = Aa -sin (e — P); 
Kgl etg (x — 8). x + a b = 0. 

sin (æ + B + 2 u) = ^ — sin (« — 8); 
L + T = sin (æ — f) + cos (e — B. 


*) Um æ zu bestimmen, wendet Gauss (theor. mot. § 78) folgende 
Methode an: er multiplieirt die erste Gleichung mit sin(p — 8), die zweite 
mit sin (p — a), so ergiebt sich durch Subtraction 


L æ .sin (p + u). sin (a — 8) = a sin (p — 8) — b sin (y — a), 
ferner durch Multiplication bezüglich mit cos (p — £) und cos (y — a): 
2. æ . cos (p + u) . sin (« — 8) = a cos (p — B) — b cos (p — a): 


aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich nunmehr: 
^ ` æð. sin (a — p)? = a? + b? — 2ab . cos (a — B). 

Dieses Resultat ist ganz unabhängig von q und entspricht sowohl 
der Aufgabe 63, weil für g == die Gleichungen (1) und (2) in die der 
Aufg. 63 übergehen, als auch der Aufg. 64, weil diese Aufgabe aus 
Aufg. 63 herzuleiten ist, indem man statt œ und 8 bezüglich z4-|-« und 
714 + B (Anm. zu Seite 181) einführt, wobei « — 8 ungeändert bleibt. 

Die Aufg. 65 ergiebt sich aus 63, indem man statt B einführt 8  7%; 
es ergiebt sich: 


a. cos (c — B)? = a? + b? — 2 ab sin (æ — p). (Vergl. $ 22 Aufg. 57.) 
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BEE E TO ie GG 


$8 11, 12. Resultate zu S. 26 und S. 27 der Aufg. 179 


u +v a a? + b? 
68. Dios abla on 008 (Wr A E 
a 900p 0). gek 
d Wë i cce os 
tc 
69. WEE $ æ=acosu-+-bsinu; y=—asinu +b cosu. 
a 
td 
69a. cosu=—s; æ und y wie in Aufg. 69. 
a? + b? 
— acose-- bsine _ pe i A 
40. tg dads SES odery, wenn tg p = b? 


æ und y wie in Aufg. 69. 


S 12. 
1. tg «/„; etg %/„. 2. tg (45° — «4); ctg (45 —/,). 3. tg «^ 
— etg «4. 4. etg (45^ — 4); — tg (45* — «/,). 5. cose; 
+ Á S x á "DONA 
sin eil, 6. sin (45° — #4); cos (45° — ell, 1. æð = Nau dU 
— 2sina/,? d uon 2 - cos (45" — a4)? — 2 sin (45° — «y 
cé sin & : sin « : 
9. tga-ctgß; etg etg B. 9a. ctga-ctg 8; — tg æ. tgp. 
10. 2 sin (æ 60%. 10a. 2 sin (a — 30°); — 2 sin (æ + 30°). 


2 Yac 


Zur Form a: Man führe ein sin y =—,—, so ergiebt 


b 


sich: "rues Æ M E Is 


11. — 0,1789. Da 0,3806. 12; —4; — 0,6615. 
3 
13. — 0,10091; — 2,2158. 14. 1,4423 (y3). 
15. —1,4142, (— V3). 16. 1,7321(y3) 17. 0,1; 0,031187. 


18. — 0,5547; cos2a < 1⁄4 d. h. æ> 40" 33,60. 19. — 1,135; 
| — 0,55696; a > 45". 


20. ctg æ «tg (45% — #4); ctga- tg (45° + e). 
2Vac 
b 


Sich 4, — V — tg Ó Ly = — V = etg. 


Zur Form f: Man führe ein tg p= , so ergiebt 


12* 
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180 Resultate zu S. 27 und S. 28 der Aufg. §§ 12, 13. 


21. — 3,1234. 22. — 0,8947. 28. 2,2361 (Y5); — 2,4588. 
24. 2,089. 25. — 2,632. 26. 1,1996; — 0,33431. 
27. 0,50278; — 0,40695. 28. — 0,46631; 2,14451. 
29. 0,8905; — 2,0821. 30. tg « : ctg 22° 30'; — tg «-tg 22° 30'. 


Zur Form y: Zur Bestimmung der Winkel w und v die- 
nen die Gleichungen: 


tg (u + v) = 


E. cos (u—0) =2E2 cos (u + v) 
nd sin (u + v). 


31. tg 34° 6' = 0,67705. 32. tg 120° = — y. 


33. tg 10" = 2,7475; tg 94" 29 = — 12,154. 
34. — 1,291 (— Y V15); 1,5275 (% V21). 
35. tg 144* 43,7 = — 0,7073; — 0,517. 


36. tg 62* 12,4' = 1,8972; — 0,83854. 


S 13. 
1. 2,0406, 1,3579. 2. 2—3,6056 (V13), y = 3,3166 (V11). 
3. tg æ: tg €/,; tg æ. ctga., 4 s= ctg æ. ctg 22° 30', 
y = ctg «-tg 22^ 30'. 5. Man setze 2 = 2 cos ú, y =2 sinu, 
2, = 0,19111, y, = 1,9909, z, = 1,9867, y,— 0,23022. 


6. 2=Ya.cosu, y= Ya: sinu; 1,2599 (12), 1,4422 (5). 
7. (Wie 6.) 2,6448, 0,8118. 8. «=a cosu, y=asinu, 5 = tg p, 


sin (p + u) = er : sin cl Sa. x= — 0,158, 


y—1,1983. 9. z—b cosu, y—b sinu, «=8,6603 (5y3),- 
y —3,4641 (2/3). 10. a=0-cos p, y — sing, 


á pers Iw or ^ 
89 Vb-Xg? — 2008 487: sin (2g — 45)" 
ll. x= tgu, y —tgv, tg(u + v) — e, sin (u — v) — B. 
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un 


$8 18, 14. Resultate zu S. 28 und S. 29 der Aufg. 181 


— 18 ið 
19. cos S179 E aa 571 un 2,2290", y, 2 30", 


2 y3. 2 


&, = 166° 46,3', y,— — 46° 46,3'. 13. sin x==0,6, siny =0,5. 
Dana = + 2 sin “t? = E? — 409 88,8. 


2 
: ^ i c 
15. z—asinu, y=bsin v, sin (u+v)= zg cos Es 


2 
16. z =a. sin u, y = b sin v; sin (u Jue 


ck deles Rie nd 17. z==asinqp, y —a cos p, 


2 FEIERN 
u —bsinw, v=b cosy, ab sin (p — Y) =c* 
ab cos (p + Y) = — a”, 18. p + v = 61° 26,3", 


p— iss LI IN. x= V3, y=V2, u= V 6, v= 1. 


cos 


§ 14. 
1. a. cos(«+f)+isin(«+p). b. cos(«— 8) + ¿sin (ue —P). 
€. cos n& -]- i sin na. d. cos = + í sin =. 


2. a. o(cose + isino), wo o =Va? + V, cos a = I, sin => 


b. VE cos 45" + i sin 459) oder Y (cos Æ 4 í sin T) 


e. y2 (cos 27 + í sin =) d. cos 0 + ísin 0 oder 
“> : 7E s. E 
cos 277 --isin2z. e. corm+isinr. Í. cos 5 + i sin 5. 
OR v7. . BR 
8. coa F EIN 


*) Zur leichteren Uebersicht ist hier und in der Folge für die aliquoten 
Theile von 360° oder Vielfachen von 360° die Bezeichnung gewählt der 
zugehörigen Bogen oder Arcus für den Radius 1, sind also bezüglich statt 
der aliquoten Theile von 360° oder Vielfachen von 360° eingeführt die 
aliquoten Theile von 2z oder Vielfachen von 27, so dass also z. B. 


Mig, | PR 4 57 
cos 459 = cos += V2; sin. = sin 909 "E; We ni 
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182 Resultate zu S. 29 und S. 30 der Aufg. $ 14. 
ZA 05, cos F= r sina=-— Y, cose/ = V0,8, 
sin ol = — y0,2, folglich z = Æ (2 — i). 


hass #2 (cos Ti sin RES 2 y2—23—iy2 y2 + 2). 

.z=ati d.2—1—i, —3—i Gëss Ok 
—-(—1-Fij. Í. x oder y= + (i — 2) oder Æ (i + 2). 

€ — b 

4. = i si " = p^ d sp ——. 

o (cos P sin P), woo y und cos y 2Vac 

5. a. — 0,95002 Æ 1,3716 - i. b. 0,42258 + 0,68999 - i. 

6. 4a? + Tæ + 16 = 0; (bezüglich 82? + 454 + 64 = 0). 

4. 320° + 1232 + 1024 = 0; (bez. 2* + 15,7752x + 128 — 0). 

8. æ? — (at — 4a?b + 20?) w + b5—0. 9. o (cos p Ti sin q), 


Á 2 
wo ọ = O und cos — 5. 10. a. — 1; cos ST + i sin F 


dd en SIE EH bo] Ohr RR i. 
1FY-3). ei, cos — UT pisin 77; cos 00 T + isin 

i - $ (y3 + i) d. T 

di ¿—1, V2 (eos gi sing) An [1— 8 (V3 4-1) í), 
y2 (cos Tgn + í sin K d. V 1) i]. 


11. a. +VE(1+ i), +VZ(1—i). b. Gesetzt14]/24+-V2=a und 
1⁄4 V2 — V2— B und e-I-f i=w, so sind die vierWurzeln +w, wi. 
€. Gesetzt Yt; (1—32)—w, so sind die vier Wurzeln + w, Æ wi. 
12. a, +=403=0. Aug [13-1+=0(3+D1. 
13. a. (22. — 2y3 +1): (224-2 Y3 + 1). 

b. [2 — Vis (3 — DA 1]. [e + %V3—-De+1l. 


14. Man setze eher so ist zu lósen die quadratische 
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tr 


$ 14. Resultate zu 8.30 und S. 31 der Aufg. 183 


Gleichung y? + ay + b — 2 — 0: die Wurzeln dieser Gleichung 
sind y,— V6 — 2-tg v und y, = Vb —2-.etgu, wo 
sin 24 = að faat weiter sei = tgv, so hat man 


D 2 ji 
sin 2v = iie tgu oder === etg u. Werden die Wurzelwerthe 
Vb —2 Vb =2 


1 - LJ D Lid D 
von x aus der Gleichung ey imaginär, d.h. ist y<“ 2, so setze 


man ©, —=cosp-isin p, «&, = cos q —i sin q, d.h. 2 cos p=y 
u. s. w 15. — 1,4336, — 0,69753; 1,9641; 0,50913. 
16. 0,95095 Æ 0,30943 - i, 0,227111; 3,6002. 
17. 0,07566 Æ 0,99715 - i, 0,38422 =E 0,91902 . i. 
18. eos na = 3 (— 1}: (Dien: cos at —?* . sin ot, 
sin Na = 2 (— 1 (Mor $1 + cos a” —2* —1 . gin a% t 1, 
19. cos 2æ = cos a? — sin a?. 
cos 3 œ = cos æ? — 3 cos « + sine, 
cos 4 æ = cos æt — 6 cos œ? » sin æ? + sin að. 
cos 5 æ = cos eð — 10 cos að. sin œ? + 5 cos g - sin að. 
sin 20 = cos œ sin a. 
sin 32 = 3 cos a? + sin « — sin a?. 
sin 4 œ = 4 cos æð - sin œ — 4 cos æ - sin að. 
sin Sæ = 5 cos a! - sin æ — 10 cos o? + sin æð + sin a. 
20. Vergl. Algebr. Aufg. $ 40, Aufg. 12. 
21. 2 cos œ? — cos 2« + 1. 
4 cos að = cos 32 + 3 cos a. 
8 cos at = cos 4« + 4 cos 2a + 3. 
16 cos ® = cos 5 « + 5 cos 3 « + 10 cos a. 
— 2 sin œ? = cos 2« — 1. 
— 4 sin að = sin 3 æ — 3 sin a. 
8 sine? — cos 4« — 4 cos 2« + 3. 
16 sin að — sin Da — 5 sin 3« + 10 sin a. 


g2k+1 


22. que dl 0 Qk-c DT" 


rk T o $ 
ERP sin a » 
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184 Resultate zu S. 31 und S. 32 der, Aufg. 8$ 1, 15. 
23. a. cos 1° = 0,999848, sin 1° = 0,017452. 

. cos 12° — 0,978148, sin 12° — 0,207912. 

cos 17° = 0,956305, sin 17° = 0,292312. 

.cosd =0,915241, sind  — 0,402906. 

24. e*i— cos æ + i sin v. 25. cos æ = 4 (e* -p ex); 

sin x — du (evi — ez. 26. Vergl. Algebr. Aufg. $ 41, Aufg. 14: 
tg ot rl 1 

2k 1l" Sa 
16y3 x k 

oder = OO Mese OE T A = 3,14159265. 


moo c» 


oo Æ 
a=3(—])4+1. tgæK 1. 21. n=X(—1) 
0 0 


§ 15. 
3 
1. Gesetzt tg p — (5) , 80 ergiebt sich 


æ ,=aVetg Pla, Yı = — aVtg Mas 


JEE A EN. oo d^ 
Ly =0, (cos F + ísin =) ; y = elen CT + i sin =) 


AER T. PR 2 
a, =a [009 57 + i sin ST Ya = 9 (vos 3 + í sin M. 


ans 
2. Gesetzt sin p = Kal , So ergiebt sich: 2, = Q Vtg Pha, 
3 


y, — a Vetgø/, u. s. w. (Vergl. 1). 3. Gesetzt cos y = (z) já 


ergiebt sich x, + y,— 2a cos 9/,, 22 + y, = 2a cos T 
La + Y; = 2a: cos fret 4. Die Lósung dieser Aufgabe ist 


durch die Aufg. 1 — 3 zu erledigen. 5. 8.6; —3 + Y — 5. 
b. 1,1893; — 0,59465 + 1,9254 i. e. —2; 12-2y— 1. d. 2,5; 


— 1,25 +0,25/—0,6. e — Y; ((12z Y —107).. 6. ca 3; 
—1; —2. b. — 2; 4; Y. €.2; —1; —1. d 2cos «/,; 


3 cos STI, 3 EE e. 24; — 1,2 + X. V199. 


f. —1,6; 0,8-2-V0,4. 7. a. —5; 4+y-2. b. 3; —1+y=3. 
€ —15;22:y—2. d.4; —9; —5, 6. 4; EY. £ 7,5: 
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Resultate zu S. 32—34 der Aufg. 


$8 15, 16 185 
nd 8. 30°; 18°; 234. 9. Gesetzt Y == T TUE 2 sin 22, 
so ergiebt sich Y=2 cos Ew — 2 cos Ze Á ix EE 2« Tit 


d. h. z— 459 und für a—30?: 2 = 20? 92,4. (106% 4,4). 
10. 135°. „102: 28?31,7. 411. 1229 17,5'. Da 147? 42,5'. 
12. 59%53'. 12a. 30%7'. 13. Wie Aufg. 9. 13a. Wie Aufg. 13, 


wenn man statt œ einführt Y, — a. 


Cap. II. 


§ 16. 
1. c = 7,8102; a = 39' 48,3". - 2. 6 = 4,198315. 25502 44. 


c—9,94; 4—51'59,T. b — 28,495; a== 35°’ 99,3" 
c — 18,358; „= 60? 38,5". a = 45,635; æ = 33° 16,9. 
.0=64,22; «&-—51'7,8' 3 4 be: 96,857; a 38° IOC, 
c= 26,659; a — 45? 27,4. b — 68,292; « — 26° 50,8'. 
c==18,352; „== 42" .16,5'. a= 1,1885; a == 43" 19,8'. 
b. 5625 18; æ = 68° 51,8'. . 6.5, 21,249; pa 22,372. 
c== 713,593; æ= 43? 48'. a= 6,6882; c= 13,738. 
b==69,997; o 70" 30,2". a=12,981; c— 15,196. 
.a= 63,86; | 5 — 23,369. 8, c—= 1,9884; b — 6,1855, 
a==16,1293:b = 21,198. à = 19,398; bes 18,78. 
a — 0,5923; b — 8,6216. a 14,793; 5 —10,255. 
9.5= 53,719; c— 11,941. 10.5 — 415,98; c= 420. 
ges HULBR: 1 5 = 28,09. a==0,979:.. 0 8,154. 
a — 98,484; c — 100. œ = 0,869; 5— 8,6074. 
11. b=65; e 25 169; a — 67° 22,8!. 
b — 29,252; e 91,252; a =20" 36,9". 
a=0,10925;  b=0,2482; c=0,27116. 
a — 14,472; b= 18,512; c&& 19,798. 
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186 _ 
12. b= 6,5, c=9,7, a — AT? 55,5". 
kE YD, 7-515915," eines. 
b 3,2, c— 8,766, a — 34° 46,7". 
á cm 4,1515; P= si, ts. 
13. a = 1,838, b=7,1447, c= 10,605. 
a =10,287, b= 19,442, c= 21,995. 
a = 3,6473, b= 6,58; c = 7,5233. 
ges 19,821, b — 12,584, c — 18,696. 
E að, b==8, a =36".52,2". 
a=2, Bes H, a = 713" 44,4. 
a 25550,9515 b — 12,659, a= TTV 1,7. 
15. a=5, b= 12, a = 22° 31,9'. 
a= 10,283, b — 19,449, a=27°52'. 
4—429189, | b— 12,043, — 19" 33,5". 
16. «— 70931,7'. 17. c—288, 7— 2448. 
a — 45" 6,7". c = 15494, fl — 4961. 
18... 0 == 9,9482, 46 48,5. 
a=20,413, A200, 
19. -c =—= 29,683, a= 37,764. 
a= 1,5233, ess 71,2946, A = 24. 
20. a=6,3899, | 0 F= 12,042. 
å == 044721, c = 0,63244. 


Resultate zu S. 34 und S. 35 der Aufg. 


21. æ= 55° 35,7’, a = 0,90286. 
yı = 46° 53,4, c,=0,8119; y.=133"6,6', c = 1,8723. 


22. «— 20736,6', {= 25,74. 23. sin Ze = e==91 52,5. 
24. m?. sin 0— 6,8944. 25. m,’ - sin2e— m,” sinscose— 1500. 


ad sin d a 
25a. gU 26. tips,;-ig s = 4.3 27: duer pU ang 
98. sin a= «= 67° 94'. 29. 41" 13,2', 82,368. 

h sin æ 
30. o T f= 207. 31. r= 1,618, e= 1,5388, 
fl = 1,694. 92. r== 1,0824, 1==3,8137. 33. 9 — 0,9848, 
20 = 0,34729: ^ 34. 3,1416 — 5, 3,14155. 35. 68,393, 
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§§ 16, 17. Resultate zu S. 35—41 der Aufg. 187 


10,805, 372,23, 380,96, 398,95. 36. 995,82, 1002,1. 
37. 583,03, 599,4, 633,3. 38. 6,5233, 8,0364, 9,054, 9,1156, 
10,049. 39. 19,458, 21,131. 40. 27,184, 27,1225. 
41. 12,483, 12,555, 12,118, 12,258, 12,541. 42. 69,928, 
69,785. 43.503,96, 501,3. 44. 102,81, 108,61, 36,444, 
36,944. 45. 328,54, 344,05. 46. 92,072, 88,302. 
41. 30,677, 30,539, 30,747. 48. 11,635. 49. 9,7706. 
50. 3,9021. 51. 18,044. 52. 99,641. 53. 1,0235. 54. 8,0423. 
55. 30,001. 56. 1,297. 57. 9,9852. 58. Um 0,31. 

59. Um 0,2239. 60. r?siny?-æ= 0,635. 61. 0,004083. 


62. 94,63. 63. 0,82843. 64. 0,76953. 65. 16,329 (1 YrY3 ). 


2 E , 
ca oem RN 0,78365 d?. 67. 10000. 
8  cosy/* 


8 17. 


1. 8. 0,765917, b. 2,7645, €. 11,003. . “245 91^ 10,8'. 
b. 96?38,2'. 9.. a. 2,7261. b. 11,804. 4. 5,1399. 
5. a. 6,4346. b. 5,9109. 6. 7,4698. 7. 4,8379. 8. 95° 29,5', 
4,441. 9. 2,5004. 10. 7,1683. 11. 190,3. 12. a. 4,677. 
b. 5,182. c. 6,1282. 13. 0,196. 14. 47,403; 142,6. 
15. 18,87 und 94,28. 16. 427. 17. 10,27. 18. 18,928. 
19. 1,1078. 20. 21,66. 21. a. L, —2,5124, L, = 3,4876. 
b. 699,5; 720,5. 22. 2,0905. 23. Erster Fall: der Mittelpunkt 
M des Kreises liegt zwischen den Sehnen o und b: so sind die 
Bogen über a: ba =4,3784, über b: b, = 5,9107 und die 
Zwischenbogen — 4,298 ; der Inhalt der Zwischenfigur — 21,4588. 
Zweiter Fall: die Sehnen a und b liegen auf derselben Seite 
des Mittelpunktes M: so sind die Zwischenbogen = 0,76615 
und der Inhalt der Zwischenfigur — 2,6248. 24. r?; 1,683 r. 
25. 19910,9', (112953,1). 26. 11,516, 87% 59,4”, 11,343 
(8,2858). 27. 6,4945, 4,9301. 28. 0,7km. 29. 210,36km. 
30. 0,1km. 31. 63° 57,2, 53° 57,5’, 45" 57,1'. 32. 88,31km. 
33. 2727km. 34. 77° 19,2. 35. 12,58, 62,901. 36. 3,1243, 
6,2641, 19,571. 91. 0,81163, 1,2321. 98. 60° 33,6‘, 
cx, = 14" 28,6‘. 39. 2,9583, 46°42°. 40. a?. sin æ — 23,038, 
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188 Resultate zu S. 41 — S. 44 der Aufg. 8 17. 


2 
für a=90. 41. b=- , b= 9,0361; d, = 2,0606, 
sin & 
d,—4, 4518. 42. Die Seiten sind: a sin el, Ya” sin eg? — R - tg 4/3, 


R, a UC EU gs. abc IL 
„=Ý dn éist ` "WE na PG EM sin Bei 
a) — 45". 45. (a sin a), = etg (a — 45^). 
a? . sin «|, sin ELL 
46. — sin 15? JE ys. 41. sin B/, 
c sin Bee á sin © Ze 8 49. OP SE a E 
45 Tina an AO. Wa ola valak vera 
a—b a?-— Aë SESS Vo NR R 
Tien A E. «tga. 51. tg € — > — p asses (1 29,9", 
Im tap o 1 2.4 
= GF yana = 3,1628. 52. (d+ d)?-siny, 
a = 2d, sin y/,, 5 — 2d, sin YA, wer Se SL d g, te Ye 
a? — b? a b sin ac? 
53. 2 tg u. 54. b = 1 + 2 cosa — — sin 38, am gróssten 
a? sin a? 


für o — 90°, fl — 20? sin a. cos gi = 2 sin 3a] 55. s. 54. 


56. Die nicht parallelen Seiten 2c cos a, die parallele — 2c cos Ze, 
die Diagonalen Ze sin œ; fl = 2c? sin œ? sin 2. 51. a. 31,566 m, 
b. 88,001m. 58. a. 58,14m, b. 46,613m. 59. a. 38,638m, 
b. 40,914m. 60. a. 404,86m, bez. 406,14m. b. 257,4m, 
bez. 259,4m. 61. 310,85m. 62. 62° 14,7”. - 63. 39,245m. 
64. 11°25,3°, 1010m. 65. h=9,8217m, rz 2651,2m. 
66. a= 2290,4m, r=13139m. 67. Wird der Elevations- 
winkel des Punktes B durch ß bezeichnet, der des Punktes C 
durch y und der Winkel, welchen BC mit der Horizontalen 
bildet, durch ð, so ist «— B +y +0; es wird œ = 13" 45,1". 
68. 610,84m. . 69. 1%8,6/. 70. Das 76,39fache. 

"à "^ = au ERE möglichst gross für A, —W,; «=54,6*. 


42. 0,09696cm. 73. 7,5802km. 74. 1424200km. 
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88 17, 18. Resultate zu S. 44 — S. 47 der Aufg. 189 


75. 8,582 Secunden. 16. 53,3 Minuten. ` 77. 31 Minuten. 
48. 2,1867m. 19. r — 1062,05 m, b — 820,22 m. 


80. 132° 50,6‘, 823,04m. 81 und 82. 606,9m. (Die Länge 
der Bahn ist unabhángig von dem Verháltniss von BE zu EC.) 


§ 18. 
L h = 13,819, e =13,348. 2..4=1341,3, es 11144. 
3. a=53,276, c=47,324. 4. b=21,602, c= 29,335. 
5..a=58,179, €— 56,011. 6. b=>27,542, e==47,479. 


a? sin $. si 
PLE 
ħa. sin æ 


2 sin æ 
8. 0== Un VA 
(a — b) sin æ (a — b) sin f (a? — 0?) sin æ sin f. 
` sin(« +B)? sin(e+ 8)” — 2si(e--B) ` 
a. 8, 5,4722, 56,565; b. 10,765, 11,556, 89,504. 11, 92. 
sin(«-]-8) 
d sin f dein Ge +p) Æ : 


sin (æ + ß)’ sin(atð ” ER - sin 9 ot. 12. 10,101. 


, a. 84; b. 30,01; e. 406,85. 


= 119,19. 9. 4,15, 8,67, 31,745. 


d.sin 80" d?.sin 80°? d, à d, sin y 
sin 60° "^ ^ 2 sin 60° ` ` 9 cos y "TT "uin d Si: m 
180? nc? 15, y =29 24^; Des Dam 
Ten Hr 16 æ = 178,3, e= 66,558. 


17. y = 61* 52,8', a — 8,5116. 18. $ =43" 55,3‘, geen 39,682. 
19. 8, —51' 18,5/, 0,438,098; ],—-128" 419^, 05 13,093. 

20. 8,— 16° 43,2’, 4,— 35,52; | 8,—163^16,8', a, =1,0412. _ 
21. Es muss sein bsin <a: wenn also a7» b, so ist immer eine 
und zwar nur eine einzige Lösung möglich, weil $ <a, also spitz 
sein muss, ist «<b, so kann entweder b sin œ <a sein, für welche 
Annahme Winkel fj spitz und stumpf sein kann, also zwei Dreiecke 
statthaft sind, oder es ist b sin œ =a, für welchen Fall 8 — 90° 
ist, das Dreieck also rechtwinklig, oder endlich b sin œ > a, wo 
kein Dreieck möglich ist. (Geometrische Deutung der verschiedenen 


Fälle). 21a. Um 420. 22. 5,8892. 23. «—1?41,8', b=101,47, 
c=101,69. 24. m, > m; sin By «— 9,8948. 25. b, = 20,522 
(oder 1,847), x(ab)=24%57,9' (oder 155° 2,1), f1=89,215 
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190 Resultate zu S. 47 — S. 49 der Aufg. 8 18. 


—. 


(oder 8,0295). 26. 2,3767, 1,2624. 27. 1,2383, 2,4227 (Pro- 


X € sin d T BUZE . . 
dukt = 3). 28. sina = IAN V UA Maximum 


2 


für sin ð= 1⁄4 yz. 

29.0 —= 48° 11,4‘, $=58"24,7. 30.a0=108"* 12,6", y =22*20", 
== 960" 52 91, y==90". «== 1177 IRCH v 26" 29", 
ges HAT S Or. y=113'34,7. ^ «—52"36,8', B=59" 24,6‘. 

31.0=68*28',  #=51935,8% 92.0——41*52,2/, Bess 58. 54,6", 
&—44^40,8', 8—51?13,6*. i551 53,241 259*81,8". 
a=47"42,6', B=102*9,6". 34.0—46'34^,^ PB=57"54,6". 

33.0 = 44^ 249°, — 517 6,8°; Umfang — 15,984. 
«—=62°57, #=45011,6', 35. Er wächst um 5" 22,8 
o = 34° 56,7, B = 45%57,8/. oder nimmt ab um 4? 22,8'. 


h he + h? h? — hè h? 
0 4 Do cl ME 
36. 9° 50,5%, 197. 97. cos a= 2 ha hy ho ) 


1 1 1 1 1 Í 
— 949 4 ho A 3 Dë EE te Zb e 
oa — 94 56,4 ` 37a. há == hå + hi oder TE Tø D" 
i 2? w db Ag iut E 22 pe X æ + Bd 
38. cos CAPELLA E ı- 39. cos (a, Vea” 


fl = ab sin (a,b). 40. 41° 24,6‘, 55° 46,3”, fl — 42,993. 

41, 41273911, B=59"24,64 (C: 128? 33,1, 

42. Das Dreieck ist rechtwinklig (vergl. $ 2 Aufg. 34); der kleinste 

Winkel desselben gleich 31?43'. 43. a=⁄4V2 my + 2m? — ma 

Mat m, + m. 
9 ? 


u.s.w., A=*%YYs(s — Ma) (s — My) ($ —M¿), wo s— 


sin «= T u. 8. wi, 44 & == 71^ 12,8^, ess 14,986, 
Y a — 88° 41,5', b — 424,68. 


áð a LU AS LU 039,120; y== 16" 297, a = 3,8998. 
46. 4— 1,318, - 8 — 93 28,6; c — 45,66, a = 44? 28,2%. 
47. b—1,5664, «a«=30"6,5% b=3,9481, A= 2,2101. 
48. c — 249,3, d 467 VA 6 — 545, 67; "e: 78' 20,2". 
49. 5,1669, 6,0596. 50. f= Dë eat 1,0267, 
2 sina 

a? - sin a? = (hj? + h? — 2h,h; cos œ), a = 2,0118. 

91. Bezeichnet man die Fusspunkte der Höhen auf die Seiten a, 
b, c bezüglich dureh 4,, B,, C,, so ergiebt sich B,C,—acos« u. s. w. 
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$8 18, 19. Resultate zu S. 50 — S. 53 der Aufg. 191 


| lo Lo 
52. a? = l + l? + 21, + 1, - sin @/,, ren 


59. d? = a? + b? + 2ab cosy, d? Fd? =? (a? +D); d, — 931, 
da = 20,809, f[— 312. 54. 2/| 2d, d,sind, a — 5,0031, 
b= 2,3385, fl = 11,37. 55. Ist a die grössere der parallelen 
Seiten gegeben und c die nicht parallele, so hat man b=a—?2c¢ cos «, 
fl = ac - sin æ — C, sin 22. 06. do 4,9549, Bas 39,991, 
(d, a) = 53° 46,3". 57. Gesetzt y, + ya — y, so ist 

` _ ny + be sin y 
e? = a? +? — 2ab cos y, ded TUS. c gets 
fl a dd Ty din ya) AP sin ka Te 58. Die fehlenden 

2 sin y 

Seiten c und d sind bestimmt durch csin y = b — a cos y und 
d sin y = a — b cos y und der Inhalt durch 
Fl-siny=ab — (a? + D?) cosy, f1—:6,0407, c— 4, d=0,016261. 
99. Sind z und y die Theile des Winkels «, so ergiebt sich 


æ—y _4csa—p Mri ] 
Mor HP em ed n tg 4/5, Ges SIT 20.04. 60. 19,458, 


3,8645, 19,838, fl 37,6. 61. Wie 1:0,9257:1. 62. Wie 
17:22. 63. 40,684. 64. 40,464. 65. 4m,2— b? + c? + 2 bc cos a. 
66. (2 + u)? - AA = 220? + u? b? + 24 p b c cos a. 


e ES 68, CA, = 44, BA,— 42. — 69. 96° 57,3 
Segment=23,16. _ 70. a. 10,27. b. 5,0795. 11. 4.4BC — 1,2859, 
4 A, B, C, = 5,3044. 42. 5,6935, 11,859, f/— 115,16. 
X _ sing — bsiny — asin(B +7) 
18. SE auk. Lees b—acos P "612 beosy —acos(f +7) 
15. f^—2a?-- e+ e? —92 aecose«,—2 cecosy, + 2accos (y, — e). 


16. e—a e+ f* —2aecosa, — 2 af cos B,-]- 2 e f cos(e,4- B,). 


S 19. 
1. a. 1,7976, 1,9504, 2,4066. b. 29,113, 13,856, 19,7525. 
2. a=6,5904, b= 10,607, 0— 8,6499, 1=28,467. 3. a. 23,475, 
21,751, 14,443. b. 12,79, 11,571, 11,906. Aa 21,004, 
18,53, 15,201. b. 18,187, 15,429, 20,532. 5. 4,9822, 8,3844. 
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192 Resultate zu S. 53 — S. 55 der Aufg. § 19. 


6. nie 49497. | 2, a. B— 19" 54,6, y — 64^ 362". 
2 sind 
1. 30" 53 97; 5 y -—— 59" 99,4. 8. a — 40,8, fl — 81,6, 
x —96?51,9', 8 = TT 19,2%. 9. Die halbirten Winkel sind 
64^ 10,8” und 41^29,1^ und deren Gegenseiten bezüglich 6,7312 
und 4,9534, die dritte Seite 7,2, fl == 16,059. 10. Entweder 
B = Bäi 7,8, 27844, b —25, c— 980, fl — 300, oder 
8—53*1,8^, y—106* 15,0, b— 56,8175, c— 68,18, fI= 681,8. 
11. a 14,286, b= 5, c— 16,1145, fI=33,429, a =537,8". 
12: 5 = 16,174; e = 93,8995, Bes 65° 26,6‘, a = 111" 58, 
fl= 29,245. 13. 295,86, 7,4147. 14. 10,065. 15. y — 61^, 
2 m 13 381,. == 7.2082. 6 = LE 15: 16. Entweder 
V= bð ëss 107 107^, a — 04481, c == 50,93, oder 
kæ lið 5055 B = 610. 5L7', Ges Dabé, c = 10,206. 
A UBL AE AS 
sin y - sin (æ BI : 
19. a=13,704, (a, c) = 52" 54,1”, fI=62,864. 20. Entweder 
(a, c) —11*^ 11,3", d— 2,1819, f[— 5,53, oder -(a,0) — 137" 12,1, 
d— 1,4845, fl=19,86. 21. (a, c)= 34" 12,3, (ad) — 126" 52,2‘, 
a = 2,715, b = 1,25, f!=8,82. 22. Die parallelen Seiten 31 
und 17, die nicht parallelen 13 und 15, f/— 288. 23. 5,2. 
94. a. 8659", 64*37,3', lE 18,974. b. 89*34', 80° 2,5%, 
fi = 131. 25. 3,7807, 7,1414 (51), 55° 56,1%, 75° 7,5", 


fi— 19,488. 26 a sin € + c sin ð 


a 
- —— und wenn man — =t 
a sind + csin € c 8 P 


und DEE E St bee ll, 029, 


sin e cos (p — Y) 


a? sin æ sin ð — c? sin P sin y 


súla tð) =, fl= 240. 28. d=44, 


(b, c) = 156° 24°, fl = 444. 29. (b, c) = 117° 20,6‘, d= 17, 
fl — 420. 30. Ist ABCDE das Fünfeck, AB=a, BC =b u.s. w., 
und schneiden sich AB und DE verlàngert in H, so ergiebt sich 


€ sin y — b sin (B + y) k 
BH = á= 25,568, DH=28,371, 
sin (e + B + 7) 


9 fl — + 
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$ 19. Resultate zu S. 55 — S. 60 der Aufg. 193 


AE=e=",03, f(i—11,281. 91. a. 5,9377, 56"26,6', 41°48,6/, 
f! = 9,8962. b. 10, 54” 19”, 45*35,]'! „32. a b = 19,318, 
€ — 16,66, œ = 48? 35,4', fi=120,69. b. b=16, c= 35,116, 
— 709 ia A ` oni 
æ = 10°, fl = 268,95. 33.4,3819. 34. tg A, = v E 7 


i a u 
gesetzt £ adgy, do vid gp, A a di 


Teos (pF 4) 
35. 29 = (b+ c — a) tg */;, Gesäit, 96. 26,406. 37. 3,5905. 
38. 1,3021. 39. 3,6056 oder 4,0414. 40. 9,5789. 41. fi—46,416, 


81,057, 34,62. 42. dg Yaa a 
2 sin æ sin « 
fi= en etë ` ag A Sp ¿asin («+ B) - sin (a+ y) “sin (x + 9). 


43. 26,833 —24,434=2,399. 44. 9,8411 —5,6301—4,2176. 
45. c=33,548, a=32,82. 46. 0,29341. 47. 5,,— 1,1233, 


by. 0000. deo TE ao, HL TU SSH) - 77,156m. 


2 sin 
Pn d EE ME LA RA 
cos y sin (ð — y) 
„si — El si 
á.69,053m. b.5749m. 52, Hæ CST bon 66 78355. 
sin (d—y) 
d:sin(Ó — Ð 40949m. 54. 1005,4m. 55. 203,99. 
sind - cos e 
E e d - sin ð + sin re: 


cos & * sin (ð — y) 


d+ sin y + Sin (9, — 0) ` 
58. A KEE NO að 79,768m. 59. 11,965m. 


60. 309,4m. — 61. a. 799,22m. b. 50,528m. 62. 315,2m. 
63. a. 120,42m (V14500). b. 48,204m. 64. 112,2m. 65.67, 75m. 
66. AB = 12, BC = 102,62, CA — 96,64. 67. BC— 3,0469, 
CA= 4,1051, AB —4,0681. 68. a?—a,?--a,?, cosa, =" 
SÖS á, == Si 69. cos «= Lr huie ME UC 

3 DL yog? To yo, Too 
a? = (b, — q)* Hb, — c. 2 fl = Æ (b e — 5, c). 


Hermes, trigon, Aufgaben. 13 


50. h= 


53. h = 


. 54. 150m. 


, 
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194 Resultate zu S. 60 und S. 61 der Aufg. § 19. 


10. Sind die Projektionen der Seiten AC und AB bezüglich 
b und c, so ist die Seite a des Dreiecks bestimmt durch die 
Gleichung 3 a? = 4 (b? — bc + c*), und der Winkel $ der 


Lao. o 11. Es ist a —bp- re 
2yb? — be + e? 


und cos œ= —. 12. Liegen die Projektionen von ihrem gemein- 
a 


Seite AC mit L: cos f= 


schaftlichen Endpunkte aus nach derselben Seite hin, so hat man 
c = 292,408, (c, L) = 82° 18,8'; liegen die Projektionen nach 
entgegengesetzten Seiten hin, so ist c = 27,072, (c, D) — 4^ 11. 


19. a. ei, cos y^? = a,? + b,? — 2a, b, cos y. 
b. c?- sin y? = a4? + b,? — 2a, b, cos y. 


74. Die Projektion einer der Seiten auf L ist gleich der Summe 
(oder Differenz) der Projektionen der anderen beiden Seiten, 
also etwa a - cos (a, L) = b + cos (b, D) + c* cos (c, L). 


75. Sind die Projektionen der Ecken A, B, C, ... einer 
geradlinigen Figur auf eine beliebige gerade Linie L durch 
As Bp Cy . - . dargestellt, so ist jedesmal 
A,B, + B,C, + C,D, +... + K,44, — 0, 

wenn man feststellt, dass durch die Reihenfolge der Buchstaben 
bei diesen Projektionen zugleich die Richtung der Projektionen 
selbst angedeutet werden soll, so dass A,B = — B, A,, oder 
A,B, + B,A, — 0 ist. Dies vorausgesetzt, wird das Resultat: 
AB - cos(AB, L)+ BC-cos(BC, L)+..-+ KA.cos(KA, L) = 0. 


* 
76. a. Sl = d ) == 18,781. b. Zm = c. ctg a*) = 18,103. 
sin « 
* ` * 
BACH Eu, RABEN) 67,544. 
sin & sin & 


180? 


14. Bezeichnet sei = d. i. ==y, so ist AB =r sin 2%, 
BC, == r cos 2y - sin 2y, C,D, == r cos 2y? - sin 27, . .. 
Sl =r ctg y und MA=r, MB = rcos?y, MC,=r cos 2y”, Rn 
1 


r 


rV 48. AB, =a sin y, B,C, =asinðy,... 


Summe = 


*) Betreffs der Construktion s. $ 22, Aufg. 1 — 3. 
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§§ 19, 20. Resultate zu 8. 61 — S, 63 der Aufg. 195 


Summe Pe BB, = a cos y = —B8in 25, —o „Öl 


a 
2siny 
er. a 

S dd DD S y 

Summe = 5 = 2 [sin 2y+ sindy+ sin 6y+...+sin2 (n —1) y]—0. 


19. BC,=acos 2y, C,D,=acos4y, DE, =4 cos 6y . .. 
und die Summe = a (cos 2y + cos 4y + cos 6y +...cos 2ny) —0. 
(Vergl. $ 7, Aufg. 8 und Aufg. 75). 80. Die Projektionen sind 
2r cos y?, 2r cos 2y?, 2rcos3y?, ... 2r-cos(m—1)y? und 


-oW a OOE 


ihre Summe =r (E +r — 3). (§ 7, Aufg. 22). 
sin y 
§ 20. 
: 0 

1. LLED a. c = 13,592, a — 10,955. 

cos Ta. 1 decim 98, 

— 1 0 
2. LA, a. c = 18,99, a— 12,158. 

sin 


9 b. 09,8241, a=8,653, €. c=373,79. 


3. b= (c + a) tg B/„ =0,12707, c cs EE d 0,50807. 


2 cos B/, 
4. 5 .— (c — a) etg fl, — 1,2188, C gas — 1,3116. 
in 450 
5. oci $19 49 la 0.70837, 042449. b. c—8, 104. 
cos &/„ + cos Bla 
— ($— ð sin 450 _ — (s—6)sin 45“. _._ 92.051 
Ze sin @/, - sin C gni d E “sia Bl, + cos €, > m 
2-1 v e Le = == e DEN . 
8. c n um ca e—2,39936. 9.c RE 
10, Ae Eh qq AE, Manga coal. 
| os & "up qd sine j Wë de 
t,- cos (œ — 45°) . 2t. - sin (a — 45^). 
ks cos œ Modes sin 2« 
WW d? d 
2 — A www 2 —_ cepere TN E Ee 
gal m sin 20 - sin (æ — 45°)? d 2 sin (æ — 45°)? 


13* 
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196 Resultate zu S. 63 und S. 64 der Aufg. 8 30 


8*2 2c: Brenn. —0,14295, a= (a.+ b) sin æ 
a—B 


cos 


=0,60234. 


3 2 cos 7/,- «eost 


b. a = 5,3901, `c = 9,403. 


17. a. Nue EE, a = 4,9565. 


. &— fp 

AN S so» Deu eom 87,661,:) 0 — 16,96. 
18. á. g = 06,3859, b=3,7853. b. a = 13,188, c = 8,059. 

e. fl = s? + tgal tg Bla» tg Yl = 22,088. 

19. c — (8 — 0) sin 1⁄2 a. a = 0,59101, < c — 0,80211. 
"ines, sin $l, b. fl=(s—c)*ctg«/, - etg P/, - tg 1/„=6,6848. 
20.) a=1,6561, b= 4,2287. a C == A, 
22. ass II, b=8389. 29. 4. oe 17,706. 

b. o? — fl - ig «4 tg P/a - tg Y^, 0 = 1,4585. 
24. a — 5,6841, db — 6,1015, c — 5,3715. 


25: exc BEEN Bjar ——3 17 08, 


a— i ZN Ae 
2 c08Y/2 * cos SS 2 sin el, sin Er" 

sin y - Vab 
Vsin «+ sin ff. 


28. 2fi—=d? tee, fl=2,1238, a=1,8457. 


25. 5— 0,00109,7095 1,8100,; = 1,0053 = 


(a? — b?)siny 
PRE AB á 
AL oue (AAN 
d sin « d d. sin &/, 
e d i Must. 
iun dmi S TR et cosa» eon — 7 


2 2 


*) Sind von einem Dreieck, ausser einer beliebigen Linien- oder 
Flüchenbestimmung, die Winkel gegeben, so kann man zu seiner Auflósung 
ein ihm ähnliches Dreieck zu Grunde legen, in welchem irgend ein Stück, 
z. B. eine Seite, von gegebener Grósse ist. In diesem Dreieck berechnet 
man sich die der gegebenen entsprechende Linien- oder Flüchenverbindung 
und erhält dann die einzelnen Stücke des fraglichen Dreiecks selbst durch 
Proportionen. Geht man z. B. in Aufg. 20 von einem Dreieck 4, BO aus, 
welches ausser den Winkeln f, = 16? und y, = 81° 40' die Seite a, —1 
enthält, so ergiebt sich e, — 2a, = 0,60383, und demnach 


a: a, = c — 2a: c, — 2a, = 1 : 0,60383 = 1,6561 u. s. w. 
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" 821. 
asin $ sin - a 
Ea. Aa hæasiny. b. r— ————. 
: _ asin Bl, - sin al EE cos B/, + C08Y/, a. Sinf/,. cos Y/, 
LEN cos e/, ^ Sg cos €/, FR sin oi, 
o. cos B : cos a? sin f . sin 
Q ES eoe: e Lise Marla. 0. f. p ens UE 
sin Q 2 sin œ 
EE ap damn E h ilh í 30) 
sin «/, sin %/, 
a-.cos B/- Sin Yh . a sin B sin | @ si 
8 p 1:608 Ph. sin 7 A U js AA PB su ali d 
na sin 0% - COS Box cos Put 
2 2 
k. a,=acose. l. cose, = — cos2« d. h. e, —180"— 2c u. s. w. 


2. a —9rsin c, h = 2r sin f.sin y, ka! — 2r cos «, 
ka = 2r. cos B -cos y*), e = Är, sin el, sin BA. sin YA, 
Qa = Är, sin €/,. cos b/a» cos Ylha, fl = 2r? sin æ. sin f -sin y, 
s = Ar. cos €/, cos B/,« cos Yla, s— a—Ar .cos «/, - sin BA. sin Yla 
Bs 0 - cosB/, NS 20-cos %⁄2 . cos Yla 
á sin €/, - sin Yh” sin &/, : 
fl = 0°. ctg oi, etg Pla- ctg Yh, 8 = o- ctg €. etg Bl, + etg Yla, 
0, cos B/, 


— 00. í = 0». s Á div gr Rer gy on 
s — b = g.ctg P/a, Qe = Q + ctg vA. etg YA. d.ð cos «/,. cos 7/2 


BENE Loo ENTE MET E, nom 
` sin Pl, - cos «4^ 4 cos €/,. sin B4 - cos 14 ` 
m= oi „tg «/, . etg BA. tg V s= 0». ctg BA, q — a = 0» -tg Yla 
s—b= or: tgeA-ctgB/,-tgyls, Q=Ob-tge)⁄2-tga, Q.—0» etg BA-tg YA. 
9. Vergl. Aufg. l, f; Aufg. 2—4; s? = fl. ctg «/, - etg B/, - ctg Yla 
(s — c)* —fl 1g eA, -tg 8. etgy/. 6. Vergl. die Aufl. zuAufg. 1—5; 
s — a = $: tg Bl, tg Yla 1. Vergl. die Resultate zu den Aufg.1—6; 


D ha:sin 0% 
s — c—(s—a)tge- ctg y. 8. a = ————— 
( ) tg la" ctg 7h sin B . sin y” 
ha ħa” - sin æ ha 


e = = ———————— y == are 
sin P” Í 2 sin B - sin y” 2 sin $ - sin y 


*) Das Rechteck der Höhenabschnitte ist constant. 
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2 A. sin el, Aen 8in eA T. ha - cos el, 

e ES. cos B/, - cos y. 067 2 sin Bli- siny% WS sin Bl, - cos Yla. 
MIS ħa- cos &/, E hu: cos %/, Mm ho - sin 2/, 
TTA sin ph - sin 7/4. ^ 2cosB/, . cosy!" Y cos BA. siny% 
9. a= iid Li beo). SR pes b + d i 
: cos — K. 2 cos «/, . cos 2 Á 4 cos €/, . cos 2 y 
Lon 9 ge gb, a H E eos q^. 
hs + há = (0 + c) sin e. PITA 

10. (b — c) etg «A dig ore a gegen, 

sin 5 A 


(b. — c) sin f b —c 
—— A m —, 
Uu. kar 


2 
(b + c = d etg e ag ET, 


b= 


4 sinc/ . sin 


2 sin, . sin ß 
| (0? — c?) sin a 
sin(B—y) ' 
ET Að ee mr 
> a; (09 MAS — Y) 


Ii: va? = 


(b — c)? = d’ . tge/, - tg 


d* 
LE A 2 ERKENNEN = e 
12..(27)* = I se y PN 13. 4f=4”. tg a, 
d eme ET 
4 r2 — — 14. b ————————, 
2 cos œ- sin P. sin y sin y 
j ta: sin æ cos FX Ía + COS S“ py 
pi!  sinf.siny ` `? 7— 2 sin f sin 7' Alan DV’ 
T d 
ta - sin rod K 15; a = —, 
Ll Á nok gs estes 2 cos oi ¡nte 
e 2 cos Bi cos Y^ ` : 2 
b + c= 4 A —h=d -t ES E 
tur" yr ae aad. A 
j 1 ) 8 e. cos af, cos ET 
—— > Ge ` y = 
16. y! aM Ta tg “/, - tg e i sin B sin y $ 
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EMI 2. ei wr 
e sin e cos Í me decos T 
S Br A ët: Rod. e? 
0 3 cos Bl, - cos Y^ ` EAE. (e) sin €/, 
a (b — c) = d etg os tg FZ, an eh 
2 cos 4/, - sin 5 £ 
2 Hn: 
ac — e Æ. sin ÉS f 
ES ES Reg 
2 cos €/, : sin 2 b | C la 
e-00s EY ecos ecos =? 
19. Maa sine ' ae «/,. sin y. 77 9 cos Bl, - cos Yh.” 
ZE EC? i N sam 
n EEE, ng 
NS WA Pla- siñ ANE Wa ARTT I EE AT 
1 1 2 e, cos 08 ck n bis 
dn s bria es mo. sin £/, - sin Yy Wiese pi 


eð. sin æ: sin (y — f) 
sin 8? . sin y? 
P BL ANC ii fun E ER cd roc b em! 


21. h? = eè. sin a. sin (y — 8), = 


2 sin B. sin y sin & 2 sin B- sing 
23. AA: BB,:CC = SETTORE dijo ito 
F T4. y mono e — 
sin &- cos sin f. cos sin y; (08 75 
pv 
AM oa 


24. AM sn u. S. W. 


25. B,C, : C,A, : A, B, = cos «/, i: cos Pl, : cos: 74. 
AC, tg A e de 
26. ÁR, ele a s. w. 27. B,C,: B, M: C, M=c0s «4: sin f/,: sin y/. 
BM tg CM. tg, 
28. Vergl. Aufg. 26; BB" ago. VONA ded 
PN gl a—p 
»- cos g | cos —5 
sin ol ' sin PA ' siny/4 ` 


30. Oa: O: 0. —tgel; : tgB/5 :tg//, 0:05 : 00o=1tg ls: ctav/,: ctga 


Cos 


29. AB,C,: BC,A, : CA,B, — 
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91. Vó das Resultat zu Aufg. 2: = bl E 
cos P cos y 


32. Ist P der Schnittpunkt der dui Hóhen, so ergiebt sich 


u. $ W. 


BFG: CPA: APE=tg0:tgf:tgy. 33. Ist AA, der 
(nöthigenfalls) verlängerte Radius, so verhält sich CA, | . sin2y, 

BA, sin?" 
AM cos (B — y) 


MA, cos & 

— sin & : sin PS sin y = BMC : CM,A : AM,D u. s. W. 

35. Ist N der Schnittpunkt der Verbindungslinien, so ergebt 
sich: BNC: CNA: ANB = tg:«/, : tg B/, : tg. y/o. 


eem a O o VIN. i A 34. BMC: CMA: AMI = 


g 29. 


1. x ist die Gegenkathete von o für die Hypotenuse a und 
analog die Interpretation von y, z und w. 2. æ und y sehr 
einfach; 2 ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, von 
welchem ein Winkel gleich « und die Projektion der ihm an- 
liegenden Kathete auf die Hypotenuse gleich a sind; u die 
Projektion einer Kathete auf die Hypotenuse, wenn « der Gegen- 
winkel und a die zweite Kathete. 8. æ die Projektion einer 
Kathete auf die Hypotenuse a, « der Gegenwinkel; y analog 
mit æ darzustellen; 2 die Hypotenuse- eines rechtwinklgen. 
Dreiecks, in welchem o die Projektion der dem Winkel « gegen- 
überliegenden Kathete ist; a Kathete, œ Gegenwinkel, u Pro- 
jektion der zweiten Kathete auf die Hypotenuse. 4. Die Sunme 
ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, in welchem 
die Projektion einer Kathete gleich a und der anliegende Winkel 
gleich œ ist; (leicht durch eine Figur zu bestätigen). 95. Die 


2 sin 
sı =a+ a cos œ? + a cos œt- . . . und 
S =a cos & + 4 cos à? +a cos à? -I- . . . , von denen die. 
erstere (vergl. Aufg. 4) die Hypotenuse AB ist des rechtwinkligen 
Dreiecks ABC, Winkel A=«w, CD das Loth auf AB, DB=a, 
die zweite s, die Kathete AC ist: darzustellen in einer Figur 
wie in Aufg. 4. In der Á ist 


D d D .. D D . D . ^ 
Summe ist Gakk sie lasst sich theilen in die beiden Summen 
2 | 


a cos & a 
Á sin = T aen sina? ^ 2sina/,? 
6. Die Summe ist Mil d p eis 4. Die Summe ist 
2 cos 2/, 
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— 


á 2 
=; in der Figur ist AB=a, BD=a.tga*, DF=a.tga?,... 
08 
AE 

AE— ü * cos æ? und AS = sor 08 wenn ES | AE. 8. Aehnlich 
LI 1 2 

wie in Aufg. 7 làsst sich auch die Summe darstellen. 
os 22 


9. Ueber AB=a als Hypotenuse wird das rechtwinklige Dreieck 
ABC construirt mit dem Winkel BAC = œ und zum. recht- 
winkligen Trapez ABCD vervollständigt, ebenso wird unter 
AB=a als Kathete das rechtwinklige Dreieck BAE construirt 
mit dem Winkel ABE=« und vervollstándigt zum SCH 


winkligen Trapez ABFE, so ist CD==a. cosg? und EF— A 
cos oi 


die Linie GH aber als die gesuchte Summe zu erhalten durch 
Vervollständigung der Parallelogramme CAGD und EBHF. 
10. Analog ist die Construktion der einzelnen Summanden und 
a (1 — sin æ'9) 


der Summe — — 11. Einfachste Beziehungen im 
sin æð. cos a 4 
rechtwinkligen Dreieck. 12. cos vers æ = oder sin är = 
we.. b— b x 
sin vers y == 5 oder cos y = "d ud 13. Für 


b als Hypotenuse und o als Projektion der einen Kathete auf b 
ist æ der Gegenwinkel dieser Kathete, y der anliegende Winkel; 
für « und b als Abschnitte der Hypotenuse durch die Höhe ist 
S der an 4 jr Winkel des FER Dreiecks. 
14. Man stelle — etwa dar als s wo Al so ist æ der 
5 c a 
Gegenwinkel der Kathete o in einem rechtwinkligen Dreieck, 
dessen Hypotenuse € ist, c selbst aber die Hypotenuse für b als 
Kathete und deren Projektion a auf c; y ist das Complement 
von æ; auch z ist demnach leicht zu construiren. 15. æ ist der 
Complementwinkel von œ; — vom Winkel $ wird durch ein 
Loth auf dem einen Schenkel a ein rechtwinkliges Dreieck ab- 
geschnitten und alsdann über æ als Hypotenuse ein zweites 
rechtwinkliges Dreieck construirt, dessen anliegende Kathete gleich 
der Gegenkathete von f ist, so ist y der eingeschlossene Winkel; 
— ähnlich die Construktion von Winkel z. 16. Man ersetze 
die Funktionen der gegebenen Winkel durch Quotienten, in denen 
der Nenner des einen mit dem Záhler des anderen übereinstimmt, 


a k b ag a 
z. B. mie Bee und sin P =—, so ist BR U Aw 
c 
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17. Aehnlich wie in Aufg. 16 setze man z. B. zur Construktion 
des Winkels x vermittelst zweier rechtwinkligen Dreiecke mit der 
Hypotenuse c, also etwa in einem Kreise mit dem Durchmesser c, 
sin a= — und sin B— Í, woraus sin == U. 8. W. 

18. Die Winkel ABC — « und CBD — f seien an einander 
angetragen, BD =a gemacht, DE | BC, EG 1 AB, DF | AB 
gezogen, so ist GB — cz, EG —y, Gr}, 19. Die Winkel 
ABC=a und CBD=f8 seien an einander angetragen, BD=a 
gemacht, DE | BD bis zum Schenkel CB, ferner EF | AB und 
DG |. AB gezogen, so ist FG=x, DH=y, FB=z. 20. Man 
construire das rechtwinklige Dreieck ABC aus der Kathete 
BC=a und dem Gegenwinkel œ, trage an AC den Winkel 
DAC=f8 an, so dass BCD geradlinig ist, projicire CD auf AD 
durch das Loth CE, so ist: CD—z, AD=y, CE =z 
21. In dem Dreieck, welches die Seiten a und b und als 
Gegenwinkel der letzteren f enthält (Bedingung asin f < b), 
ist æ der Gegenwinkel von a oder dessen Supplement; — 
wird ebenso construirt, nur ist statt cos ß einzuführen sin (90°— $) 
d. h. statt $ zu nehmen 90? — 8; — z ist der Complement- 
winkel von y. 22. Durch den Sinussatz zu erledigen. 23. Man 
construire das Dreieck ABC aus der Seite a = BC, 
den Winkeln B = ABC und y= ACB, so ist æ die Höhe 
auf die Seite a; y die Projektion der Seite AC auf BC; 
z der untere Abschnitt der Höhe auf die Seite a. 24. Im 
Dreieck ABC mit der Seite BC=a und den Winkeln A=«, 
B=ß, C=y ist z die Seitenergänzung s—a (der Tangenten- 
abschnitt an Á des inneren Berührungskreises); y=0,, 2— s, (der 
Tangentenabschnitt eines äusseren Berührungskreises bis zum 
Gegeneckpunkt). 25. Bei derselben Voraussetzung wie in Aufg. 24 
ist x = 0a, y=s—b, 2=0. 26. =2r; y die Verbindunge: 
linie der Fusspunkte der von B und C auf b und c gefällten 
Lothe (Höhen); z der obere Abschnitt der Höhe auf æ. 27. æ ist 
das vom Eckpunkt B auf die an Á gelegte Tangente des um- 
schriebenen Kreises gefällte Loth; y die Summe der beiden an 
B und C gelegten Tangenten des umschriebenen Kreises bis zu 
ihrer Durchschneidung in A, (BA, + CA, =2BA4,); Z das von 
A, auf a gefállte Loth, veiðobpók, 28. Man verlängert AB=a 
um BC==b, errichtet in B das Loth BD, wenn dann DAB—gf 
ist, so ist.DCB — »; wählt man DCB —, so ist ADB — y; 
ist endlich DAB = 90? — 8, d. h. ADB — f, so ist BDC =z 
29. Die Diagonale von C aus eines Parallelogramms, von 
welchem zwei Seiten a, b und der eingeschlossene Winkel y (+C) 
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gegeben sind. 30. Man führe »?—c?— d? ein, so wird z der 
Gegenwinkel von d in dem Dreieck mit den Seiten a, e, d; — 
man führe b? — d? — c? ein, so hat y dieselbe Bedeutung, wie 
vorher z. 31. Man multiplicire die ganze Gleichung mit 2r, so 
ist in dem einem Dreieck mit den Winkeln æ und f umschriebenen 
Kreise x der zur Sehne (a + b) gehörige Peripheriewinkel. 
(Determination: a+ b < 2r, d. h. sin æ + sin f <1). 32. Wie 
Aufg. 31; jedoch  ersetze man «cos durch sin (90? — 2). 
33. Zurückzuführen auf 31, indem man cos w, cos $, cos æ durch 
sin (90? — æ), sin (90? — 8), sin (90? — a) ersetzt. 34. Ueber 
der Basis AB des Dreiecks ABC, dessen Höhe A, den Gegen- 
winkel C in die Stücke æ und f theilt, als Kathete errichtet 
man (vielleicht nach Aussen hin) das bei Á rechtwinklige Dreieck 
BAE, in welchem AE = A, ist, so ist Winkel AEB= a. 
95. Ueber der Basis AB des Dreiecks ABC, an welcher die 
Winkel CAB = a und CBA = 180?— 8 liegen und zu der die 
Höhe A, gehören mag, construire man das bei A rechtwinklige 
Dreieck, dessen zweite Kathete AE=h, ist, so ist Winkel 
ABE — v. 35a. Es ergiebt sich ctg æ = 'Z(ctgf — etge): über 
der beliebig angenommenen Linie AB als Basis construire man 
das Dreieck ABC mit den gegebenen Winkeln A=« und B= ĝ 
und verbinde C mit dem Mittelpunkte C, von AB, so ist æ> f 
vorausgesetzt, Winkel CC, 4 = v. Zum Beweise fälle man die 
Höhe CC, u.s. w. 36. v ist der Winkel f desjenigen Dreiecks, 
welches zu Seiten & und b und den eingeschlossenen Winkel y 
hat. 37. Im Dreieck ABC ist æ der Winkel der Mittellinie m, 
von C aus mit der Seite a, oder in einem Dreieck, construirt 
aus den Seiten BC —2a und CA=b und dem Winkel C — 180? — y, 
der Gegenwinkel von b. 38. In einem rechtwinkligen Dreieck 
ABC mit dem Winkel BAC=« construire man über der Kathete 
BC=a das Dreieck BUD mit dem Winkel CBD — 45? und 
der Seite CD=AC, so ist Winkel DC B—2; zum Beweise fälle man 


DE | BC u.s. w. Determination: tg & V2. 39.  Aehnlich 
wie Aufg. 38 zu construiren. 40. Es ist sin 22 — 2 tg 0; es 
muss sein tg < lg: Ueber der längeren Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks mit dem Winkel d als Durchmesser construire 
man den Halbkreis und trage in diesen die doppelte Gegen- 
kathete von d als Sehne ein, so ist der dieser zugehórige 
Peripheriewinkel gleich 27. 41. Es ist tg22=2tgð; Construktion 
noch einfacher als in Aufg. 40. 42. Man construire aus den 
Katheten a und 5 das rechtwinklige Dreieck ABC, über der 
Hypotenuse AB=c das rechtwinklige Dreieck ABD, in welchem 
AB die Hypotenuse und d — AD die eine Kathete, und ziehe 
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durch C die Linie A, B, || AB, so ist Winkel ACA, = æ. Es 
muss sein d?«Ca?-]-U?. 43. Wie Aufg. 40; jedoch wird durch 
C die Linie A,B, || AD gezogen, durch welche der Winkel C 
innerhalb. getheilt wird. 44. Man construire das Dreieck ABC 
aus den Seiten BC — a, CA — b und dem eingeschlossenen 
Winkel 4C B—180?— ð, so sind die Winkel 4=xw und By. 
Oder: Ueber der Summe BC (= a) + CA (=b) als Basis con- 
struire man das gleichschenklige Dreieck ABD mit dem Winkel 
an der Spitze 4D B —40 und verbinde D mit C, so sind æ und y 
die Theile des Winkels ð. 45. Man construire das Dreieck 
ACB, aus CB,— a, CA=b, B,CA-— 40, verlängere, wenn 
ay b, AB, über A hinaus bis B, so dass CB = CB,, so sind 
die Winkel Á und B des Dreiecks ABC bezüglich gleich æ und y. 
46. In dem Dreieck ABC, construirt aus BC =a, CA =b, 
A ACB=ð , theilt die Linie CD | AB den Winkel ð in die 
Stücke ACD = æ und BCD — y. 47. Aehnlich wie in Aufg. 46 
zu construiren. 48. Ueber der Sehne BC+ CA-—a--b wird 
der Kreis mit dem Peripheriewinkel d construirt, in C das Loth 
errichtet bis zur Durchschneidung mit dem Supplementarbogen 
in D, so ist Winkel BDC = æ, ADC=y. 49. Construktion 
áhnlich wie Aufg. 48. 50. Man construire das Dreieck ABC aus 
denSeiten BC —a, CA=b und dem Winkel 6—180* — ð), so 
d a + b cos d 

AB bsind " 

d. h. u= B ist: man trage also in den über AB als Durchmesser 
gezeichneten Kreis BE — d als Sehne ein, so theilt die durch 
C parallel za BE gezogene Linie den Winkel d in die Stücke 
æ und y. (Zwei Lósungen). 51 und 52. Wie Aufg. 50 zu behandeln. 
a— b 
| b tg y 
den Seiten CB=a, CA=b und dem Winkel ACB=y, wo a>) sein 
mag, trägt man b von a ab =CA,, zieht A,D senkrecht auf BC 
und verbindet den Punkt D der Seite AC mit B, so ist 4 BDA,—y. 
54. Es ergiebt sich cos (xz — y) = sin ð — cos à: Man construire 
das rechtwinklige Dreieck BCA über der Hypotenuse BC = a 
(beliebig) und Winkel BCA— y, mache AD AC, zeichne über 
BC nach Aussen den Halbkreis, trage in diesen .BE — BD als 
Sehne ein, so ist ECA=2x. 55. Es ergiebt sich sin (z-]-z-]- 9) = 
= sin ð - cos y, vergl. Aufg. 16. 56. Aus den beiden Gleichungen 
ergiebt sich en, GZ also eine Gleichung von der 


Form des Sinussatzes: Stellt man sich demnach a und b als 


wird cos(Z— u) oder cos (u — 4) = , wo ctg u= 


53. Es ergiebt sich tg; — : — Im Dreieck ABC, construirtaus 
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Seiten eines Dreiecks und œ -+ u= œ, als Gegenwinkel der 
ersteren 4 vor, so wird $—u=8, der Gegenwinkel von b sein 
können: dieses Dreieck lässt sich in der That construiren, 
weil. der von á und b eingeschlossene Winkel alsdann gleich 
180° — (e, + 8,) = 180° — (a + $) wird, also das Supplement 
von (œ +8), d. h. gegeben ist. Die Unbekannte 2 wird nun- 
mehr der Durchmesser des diesem Dreieck umschriebenen Kreises, 


o ya? + b? +2ab cos (e + PB) 

io». sin («+ 8) 4 
57. Zu behandeln wie Aufg 56; wollte man hier jedoch 
a ua, und B --u— f, als Gegenwinkel von a und b wählen, 
so würde sich für den von a und b. eingeschlossenen Winkel 
180° — (2, +8,) = 180? — (æ + B + 2u) ergeben, welcher als 
nicht gegeben zur Construktion des Dreiecks sich nicht ver- 
werthen lässt. Wählt man aber a +u als Gegenwinkel von a 
und 180? — (8 + u) als Gegenwinkel von b, so wird der dritte 
Winkel des Dreiecks gleich 180°— («-]-u-]- 180? — 8—w)— 8 — a, 
also von gegebener Grósse. Fur æ ergiebt sich alsdann 
Va? +b? — 2ab cos (8 — a) 

sin (f — a) A 

tg (a Fa) ` 


a 
SCH Es sei a>b; so kann man a als die Summe 
tg (8 + u) 7 


also. gleich 


58. Man erhált sofort: 


b als die Gan zweier Dreiecksseiten a, und b, ansehen, 
denen bezüglich die Winkel c, und f, gegenüberliegen, bestimmt 
durch die Gleichungen er = a + v und HA =P +u, 
aus denen sich f, = & — d und a =æ a+ f gë 2u ergiebt; 


ebenso wird a =“ 9 und b, => , und weil nach dem 


Sinussatze €, : b, = sin «,: sin f, ist, erhält man durch Einsetzen 
ihrer Werthe a + b) - sin (a — 
in (et pop i Re, 

wie in $ 11, Aufg. 66. Zur Construktion des Winkels u zeichne 
man das Dreieck A,B,C, aus den Seiten a+b=a, und 
a — b =b, und dem der letzteren gegenüberliegenden Winkel 
«€ — B — f, so ist «+ B + 2u der Gegenwinkel von a,. End- 
lich ergiebt sich æ als die Ordinate des dem Dreieck A,B,C, 
umschriebenen Kreises für einen solehen Punkt der Basis B,C, 
als Axe, durch welchen B,C} in die Stücke a und b getheilt wird. 
d. sin œ 


59. Man verwandelt b? — c? in a-d, so wird sin u == ; 
d 
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d. h. 4 der Gegenwinkel von d in einem Dreieck, welches ausser- 
dem o und « als Seite und Gegenwinkel enthält. 60. Bezeichnet 
man den Winkel, welchen die Linie B, AC, mit «a bildet, durch 
4, so ergiebt sich aus der Bedingung AB, - BB, = AC, - CC,, 
weil BAB, = « + f und CAC, = 2 — y, die Gleichung 

c? sin 2 (x + 8) — 0? + sin 2 (14 — y), woraus 
b*.sin2y + c?-sin 28 2sinß-siny. 
b2. cos 2y — c? «cos 28 ^ sin (B=y) ” 
ctg 2x= Lé (etgy — ctg 8); nach Aufg. 35a ist aber 4% (ctg 8 — ctgy) 
gleich der Cotangente des Winkels, welchen die Mittellinie A4, 
mit der Seite a bildet, folglich Winkel AAA = 2%; wenn man 
also den Schnittpunkt von B,C, mit BC durch A, bezeichnet, 
so ist das Dreieck 4,44, gleichschenklig und zwar 4,4 —4,4,, 
woraus die Construktion sofort zu entnehmen. 


S 23. 
1. Es ist a - cos rer Y — (b. c) - sinð/. Construktion. 
(Vergl. $ 22, Aufg. 21.) Wenn man die eben gegebene Relation 
in der Form a . sin (90° — ed = (b + c) - sin eg darstellt, 


so ergiebt sich, dass in dem aus den Seiten b +c und a und 
dem Gegenwinkel der letzteren «4 construirten Dreieck der 


Gegenwinkel von d + c die Grösse 90? — £u =y H% hat: 


tg Ae = oder 


wenn man demnach im Dreieck BÚÐ, in welchem BC = a, 
BD — b +c, Winkel D — «gist, und demnach A BCD— y+ %, 
von diesem Winkel den Winkel «g= HD A abträgt, so ist ABC 
das verlangte ‚Dreieck. a. b=7,9034, $=73%50,8'. b: c=12, 
B= 36° 52,5. 2. Vergl. die Lösung von Aufg. 1; auch die 
Construktion ist aus derselben herzuleiten. a. b — 7,913, 


== 55" 18,3°. b. 5—145,. f == 1065 15,6. 9. Es ist 


a * sin Et = (b — cl cos ag; zur Construktion darzustellen in 
der Form a - sin BL (b — c) - sin (90? — æ): ist also (vergl. 
Aufg. 1) im Dreieck BCD die Seite BC =a, BD =b— c und 
A BDC — 90? — e£, so ist Ba— =90 — yr, also 
wenn man an CD den Winkel BDC antrügt, d. h. über DC als 
Basis das gleichschenklige Dreieck DCA errichtet, in welchem 
BDC ein Basiswinkel ist, so ist ABC das verlangte Dreieck. 
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§ 23. Resultate zu 8. 71 und S. 72 der Aufg. 901 


a: b — 2,0904, 8 =19 10,7". b. $4905, ege 822485 
4. Vergl. die Lösung von Aufg. 3, auch zur Construktion. 
a. b— 492432, P = 462366. . b. B— 159 48,1". 

5. Es ist a? - sin (8 — y) = (b? — c?) - sin æ, zur Construktion 


BB 2 EM 1 
zu bringen auf die Form sin (f — "Rae is 


að 
Mia 
folglich wenn man (vergl. $ 22, Aufg. 59) statt einführt d, 
„sin c 
so wird sin (f — y) = a ist also. etwa wie folgt zu con- 


struiren: In einen Kreis mit der Sehne a und dem Gegenwinkel œ 
trägt man d als Sehne ein gleich CE und ebenso CB — a und 
erriehtet in der Mitte von EB das Loth FA. bis zur Peripherie, 
so ist ABC das verlangte Dreieck. a. $=59" 14,4'. b. b=7,9153, 
c=7,3928, $=76"39,8'. 6. Es ist a[cos(8—y)-]- cose] — 2A. sin æ, 
woraus 8—y, folglich auch P und y zu bestimmen. Zur Con- 
struktion des Winkels f — y und demnach des Dreiecks*) aus 


dieser Gleichung multiplicire man mit Lab: wg so wird die 
a sing 
Gleichung 2r » cos (8 — y) = 2h — 2r - cos æ: folglich wenn man 
über CB=a als Sehne den Kreis construirt mit dem Peripherie- 
winkel œ und in B das Loth 24 — BD auf a errichtet, welches 
den Kreis in E durchschneidet, so ist DE —2r + cos (8 — y), 
also wenn man EF=ED als Sehne einträgt, weil EC ein 
Durchmesser des Kreises ist, wird Winkel FEC zf — y, und 
demnach FCB = FCE + ECB —2y. Wenn demnach CA die 
Halbirungslinie ist des Winkels FCB, so ist ABC das verlangte 
Dreieck. Determination ha < 4 etg ag, a. b=6,8753, c=4,0436, 
"= 350 Aë, b. 4:42, b= 5,8186, e 5,0815... 4. Es iet 
a? - [cos (8 — y) + cos a} = Af: sin æ.  Construktion zurück- 
zuführen auf Aufg. 6. 8. B = 119" 72, bæ 16, c — Lä 
b. «=45" 40', b=51, c=25. 8. Es ist a? [eos(8—y)-]- cose] — 
=2bc-sin a’; b = 3, y — 50°; die Construktion zurückzuführen 
auf Aufg. T. 9. Es ist a?- [cos (8— 7)-- cos «]—(D?-- c? —a?)sin e.tg«. 
a. f = 118'55'.. b; a — 49%, b = 3,0048, c4 3,129175 die 
Construktion durch die Beziehung b? + c? — a? = 2bc. cos « 


uer A 
` =d: 


zurückzuführen auf Aufg. 8. 10. Es ist 24. cos «4 - cos 
die Construktion zurückzuführen auf Aufg. 1, wenn man einführt 


=b +c ($22, Aufg. 2). a. 8 = 84° 50,8. b. a — 51? 19'. 


sin & 


*) Einfacher ist die Construktion des Dreiecks durch geometrische Oerter. 
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208 Resultate zu S. 72 und S. 73 der Aufg. $ 23. 


11. Es ist 2a. sin «g. sin ET — d, durch ein Verfahren wie in 
Aufg. 8 auf Aufg. 3 zurückzuführen. à. b=8,0653, c— 9,2962, 
B=54"58,3.. b. &—43* 21, f[— 14,58. 12. 8—41* 14', 


b=5,1119, c=7,6678. 18. (4 p) tg E „ ctg 44 = À — u. 


14. $— a = 0.ctgeg, woraus s und b+c sofort zu construiren. 
a. b = 30, c = 88, f = 18755,5'. b. 5— 29,688, c=18,355, 
B—119"24,7. 15. s = ou: ctg, 0 — 6,4899, c — 2,7442, 
P = 98° 15,8. 16. s — b= s: tg %, b=8,7123, c = 1,1118, 
B= 61°17. 17. 8— 76* 51,82 18. (2 + u)- sin (B — y)= 
= (4 — w):sine. 19. (A + u) sin (8 — y) = (u — 2) sina. 
20. d = 2a sin «4 - cos A 21. d? — a? (eos f? — cos y?) = 
—a?sine.sin(y — B). 22. Ist AA, die Mittellinie und M der 
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises, so sind im Dreieck MAA, 


bekannt MA = r= MA, = aetga und Á MA, A=90'—-ð 


2 sine? 
u. s. w. Es ergiebt sich sin MAA, = cos Ô - cost u. s. w. 
23. Ist AA, die Halbirungslinie /,, so ergiebt sich 


| Y 1 
a = CA, + BA, = t, sin ég FT + AMA -) , woraus, wenn 
ta + sina | SE lo A EN y 
AU fnr OC ð setzt: cos à ð - cos y sin, 
und wenn man (vergl. § 12, b, f) a Hg einführt: 
cos cala = sind - ctg 7% - (8 — 105? 15,1). 24. a. 9 = 2,076, 
fi==25,385.-D. o = 2,798, == 45,25. 28:10 = 15, b=112, 
Py, b+c . B—r b— ce 
— 90° EL EINA A AS 
RS A PI AA 
0 " : Mina dx 
B == 16 6,3 > b= 9,7075. 20. sin (8 = Y) == dai dn. 
dq; ER d ; PR d 
28. cos ua on eem Da 29. sin fico RN Te“ 


Ar, since, sin 


2 
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§§ 23, 24. Resultate zu $. 73 und S. 74 der Aufg. 909 


— 


30. cos (f-p= — cose. 31. cos(ß een P cos o. 


i ap che, get. 33. TÍ r: sin a+ g: ctg 4⁄2. 


a = Qa ctg th—rsina. 35. 0,—8-tg 4% u. jetzt Aufg. 34. 


§ 24. 
Í. dr = um, See Å 2. e de ada un. e 


b — Be À 
By àu A à OM, 
9. tg "MERC cig «^. 4. Wie Aufg. 1. 5. Die Winkel 


B und y werden wie in Aufg. 3 berechnet und alsdann @ gefunden 


3 4 S Sin €/ 4 b-c "Feta 
d Ei A a (= 
urch die Gleichung: o AE TIAM 6. ctgy/ = L "Hi 
b Le 
y = 85" 6,9", res 7A tg V= AE tg BA, 
y. =o 10,9, 5 521,696. 8; b=2r-sinf u. s. w. 
9. a. AA, = 6,0161, tg us => ctg eh, P — 44" 32,2". 


2 la 
b. B = 29" 32,6‘, 44,5 T, 1198. "io. p = 54* 38,7. 11. Die 
Winkel wie in Aufg. 9, a. AA, =5,4207. 12. s—a— o ctge/, 
a = 93,86, 8 = 104 45,5. 18. ai mm e = Q - ctg 4/2. 
14. Vergl. Aufg. 12; a = 5,9893, f = 184? 38,9". 
15... 0-2 — flm. s. w.; a *=11,93,.4=12,7997 ^ 6 92.84. 
1045 46. eg d nn b+c er 
17. ARE WERT, a = DD bie 50,917, ffe 916. 
18. b —c—2o, - tg 8^ — a. 19. a + c = 20. - etg ei — b. 


ha 
20. ae A — b= =20 - ctg Bi — c. 
91 s—C—=0 - ctg y^ Moms ras - etg y la. 
; 2 + u 


22. a = (Qa — 0) - ctg *h, b + c= (Qa + 0) - ctg «s. 

23. b= pọ- ctg «4 +0 tg“, c — a = o -ctg «/» — 0, - tg «hs. 
24. a =(0 + ec) tg «^, b — e= (@ — Qc) tg «^. 

25. c = Qa ctg 4/2 — o, - tg 4/2, a + b — 0: ctg %/2 + 05 - E ei, 


26. b—2r.sinf, a—c-—329,.tg8/—b.. 21. tg ei = £ 


Hermes, trigon. Aufgaben. 14 
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210 Resultate zu S. 74 und S. 75 der Aufg. 8 24. 


28. s — c = o. : tg B^, sa. b= (s — a) + (s — o), 


a 


ce—a-(s—a)—(s—c). 29. 2be.cosel = (b + c) - ta, 


= 42,39, c = 29,61. 30. 2bc. sin eh = (b — c) - t'a 
o= Me u.s.w. 32. Wie Aufg. 31. 33. Es ist a zu finden. 


34. h, — h, = (b — c) -sin œ u. s. w. 35. Es ist b + c zu 
finden aus A, + h. und a. 36. c= 


2 s. W 
u. S. . 
: sin P 
37. (Anschl.) Es ist b zu bestimmen u. 8. w. 98. Gesetzt 


2À sin (p — a) 
— — 1 — AZ ———— MÀ = 2 ý K 
d letgq, so wird cos (8 — y) en B—121* 46,3 


39. cos FREE — cos æ, ß=101°52,4. 40. Man ver- 


längere im Dreieck ABC die Seite BC über B hinaus um 
BE=cC und über C hinaus um CD =b, so sind im Dreieck DAE 
bekannt DE=a+b-+c, die zugehörige Höhe A und der 
Winkel DAE=90"+«/,. Vergl. $ 23, Aufg. 6. 41. Durch ein 
Verfahren, ähnlich wie in Aufg. 40, construire man auf der 
Seite CB des Dreiecks ABC die Länge DE=b-+ce—a, so 
sind im Dreieck DEA bekannt die Grundlinie DE, die Höhe À und 
der Winkel DAE=4/, u. s. w. 42. bc - sina =a - ha, $23, Aufg. 6. 


—y "n 
49. cos 8 5 — 2 P cos €/, - cos B 2 Lap sin gé, gesetzt 
tg p= EN , so wird cos Hit = sin «/.ctg 9/; oder 


= — sin «4 pA gá. (Vergl. $ 12, b, 8.) Die Theile des Winkels « 
sind 36° 52,7) und 22%36,7'; b=7,5008. 44. f= = 9° 24 87. 
a= 5,341, b=6,2475. 45. 8—110?18,4'. 46. B=57*51/. 


44. ing + sin Fr . Sin % == cos E. B == 97° 41', 


a 6,1747, b=8,5032. 48. =£, S—aA—0 - ctg % u.s. w. 
a. a=13,477, c=13,4, $=68"29'. b. a=7,9535, b=8,4862, 

l 
Bes 104* 15,9. 429. et 


s— a 


, $-——94-ctg ČA u s. W. 


px 


2 (1—44 - ctg &4)—sin ug”. 


50. Gesetzt f=, so ergiebt sich cos 
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51. Gesetzt f= =À, so wird sin s (1+ 42: tg «4)=cos úl 


ge 
92. bc = = aed + 4fl - tg eg. 
99. Es ist — io om: i a UM e 


Afl cold — 7) + cos a ui E ET 4 fU 
so wird sin a — Y) — p] = sin y -cosa, f — y = 13° 46,5/. 


—b? 
54. en R C" igp, a—19020,9", b=1,7751, c=0,3889. 
55. Wie Aufg. a c = 85°34, 5 — 1,6318, c — 1,2894. 
56. (b, + c) sin (8 — y) = (b, — c,) sine. 57. Wie Aufg. 56. 
58. 2h, sin (8 — y) —d - cos(B—y)=d- cose. 59. Wie Aufg. 58. 
60. Man verlängere m,—AA, über A, hinaus um sich selbst, so dass 
AA,=A,E, so ergiebt sich zunächst 4 AA, — ð durch cos l 


Ma 
und sind jetzt im Dreieck ABE bekannt AE=2m,, ABE =180°— g, 
und d: siehe jetzt $ 23, Aufg. 22; 0 — 77° 19,2, a= 3,124. 
61. aœ = d — (d — 4m,?) etg «4. 


SES 8—Y 
2sin % + cos 
2a be 2 
62. —— — — = etg «4 . —— —— ~ Á, folglich 
CC? r P iol vd 
BY ^ 
wenn man ~p- — 4 setzt: A: tg «4 - sin z — cos æ = 2 sin «4 


oder sin (x — q) = 2sin «4 sin p, wenn Á tg «4 = ctg Ó. 


63. Gesetzt a + b= e, c — b =f, Ev = æ; so ergiebt sich, 


wie bei Aufg. 62 die Gleichung: 


sin Ü — pue Mc cos x + 2cos 84 = 0 u. s. w. 


jd Le "b E sin B d Eo d : 
"eg = 15° 36,3; a=2. -64. dy a eo a, 
B 


tg Í ig (45%-+g)-ctgut, B=B7925,8', 110,286, c=8,3445. 


§ 95. 


1— 10. Durch eine Seite und eine anliegende Höhe ist 
ein Winkel des Dreiecks bestimmt, und durch Bestimmung dieses 
Winkels wird die Aufgabe auf eine Aufgabe des $ 24 zurück- 
geführt. (1. y = 73?44,4'; b= 52. 2. 8 —11?25,8', b=29.) 


14* 
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212 Resultate zu S. 76 und S. 77 der Aufg. 8 2. 


11. Ist ð der spitze Winkel, welchen m, mit « bildet, so ist 
Ma sin — ha und weiter b und c aus Ma, %, dan bestimmen. 


12. Durch Vermittelung des Inhalts ergiebt sich Winkel c u. s. w.; 
gees Ai bp är. b— 1,029, c=6,1471, B — y == 18? 49,5% 
13. 2r-sina —a u. s. w. 14. Zu finden fl, s, b + c, 
ag; œ — 8? 41,8'. 15. Zu finden fl, s—a, s, «4. m Zu finden 
a? — (b cy (40 =a 
fl; s—b, b — e, NT OE s 17. "Ir A EROS 
(Vergl. $ 24, Aufg. 50). 18. Vergl. Aufg. 16. 
að a "KC 4 
F= 20. Vergl. § 24, 
Aufg. 53, oder, wenn b, und c, bezüglich die Projektionen der 
Seiten b und c auf a sind, so ergiebt sich b, +c,=a und 
B—r 
2 
und weiter wie in $ 23, Aufg. 6. 22. Ist AA, = Ma, so ist 
das Dreieck ACA, aufzulösen. 23. Man verlängert AA, = Ma 
über A, um sich selbst u. s. w.; a= 2,8913, œ= 61? 15,2. 
(Fojia a a= 2,5739, œ= 51? 54,6". 


19. ctg « = 


em 


b— c, d. i. a(b,—c,)20?— c? u.s. w. 21. tacos 


A4. =, a —188222, 85:249 BW, 
Sir 1 
25. sin AEN Cit; a 26. h, + h, = (b + c) sin a. 


2bc 
21. h. — h, = (b — c) sin a. 28. b=2r- sin f. 

29. 2 (b + c) - sin «4? — d. 30, Die Linien b, c, d bilden ein 
Dreieck, dessen Winkel bezüglich sind 180? — 8, y, 8 — y. 


31. Es ist b, : c4—tg B : tgy =å : w; folglich cos ß : cosy => i ü 
ER odes a 
undtg 5 etg ad Ln andererseits tg ; bp ctg «4, 


woraus Winkel œ. 32. Aus CA,: BA, = sin 28 : sin 2y =å: u 
ergiebt sich cos $ : cos y — Ac: wb, folglich ist wie in Aufg. 31 
ctg «4 zu erhalten. 33. Sind CA, und BA, die Abschnitte der 
Seite a, so verhält sich CA,: B.A,—$s—0: s—b=ctg ya: tg 84— 4: w, 
ferner c: b — sin y : sin $ = sin 1⁄4 : cos 1⁄4 : sin B4 - cos $4, woraus 
sin dé : sin y4 = YAb : Vuc und cos B4: cos 1⁄4 = Vub : Vic, und 
demnach die Winkel f und y leicht zu bestimmen. (Vergl. $ 11, 
Aufg. 39). 34. Hier verhält sich CA, : BA,—tg74 : tgB4 u. s. w. 
359. d- sin æ = hy + Re 36. dë. sin a? = he — hi. 

94. On, sin a = hy. hos 98. d?. sin a? = hy? + he: 
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39—41. e sin =d. 42. Sind BB, und CC, die Mittellinien 
und Winkel B,BC = f, so ergiebt sich 
9a? + 4m,? — 4m? 


cos f, = š 
12am, 
43. Man hat æ+ 4m =2 (b+) —2 (b -- c)? — 45 c—2 d?— 4b c; 
2 NEA | PAS e 

folglich cos « = E e a px und daraus 
tg ai = (d + 2m.) (d — 2 Ma) 44. Durch eine Ent- 

d+ a) (d — a) ` wickelung wie in 

(d + a) ( g 

A N _\/@m-+ d) (2m — d) 

Aufg. 43 ergiebt sich ctg «4 = a un "WE 


45. Durch doppelte Darstellung von cos f, (vergl. Aufg. 42) 
aus den Dreiecken CBB, und CBS, wo S der Schnittpunkt ist 
der beiden Mittellinien is und Mo, ergiebi sich 

CANTE, JR S : Á i 
FM +3 m; — a^, ein analoges Resultat ergiebt sich 


vermittelst des cos C,CB für E und aus beiden durch Addition 


2 
b? + c= 4 (m? + m? — að); woraus jetzt a zu bestimmen. 
46. Durch Einführung des Winkels æ ergiebt sich b= t 
ina 


und c= a und weil 4m,? = b? + c? + 2bc : cos « ist, die 
Gleichung 4m,? - sin a? = h?, + A?, + 9h, ho cos 4, woraus die 
Construktion abzuleiten. ($ 22, Aufg. 29. Dreieck 4, B, €, 
aus b,= hy, €, =h, und r, 2 m4, so ist a — 180? — e.) 
47. Es ist b -- c — 2r (sin B + sin y); Ass 2r - sin f - sin y, 
d, h. sinf si sin y Wurzeln der quadratischen Gleichung 


a — : = b: æ+ de — = 0. 48 und 49. Zu behandeln wie Aufg. 47. 
A.A a-h 

i 2 a a . . 2 r a 

50. sin $ us e und ähnlich sin y? 51. fl= s+ ps 3 * 


vw 480, b=5, c=29, a = 96? 44". 
52. fl=(s— a) 9, — zu s-tg«4—Q.,. 53. (a--d)tg«4—2. 


904. o. s—fl. 55. (a—d)tgB¿=20. 56. (a — d)ctgy4—29,. 
57. (a + d) tg 84 = 205. 58. a = (Qa — 0) ctg “4; 


0 £ 59. a = (0, + 00) tg 94 u. s. w. 
60. b + c = (o + Qa) ctg %u. s. w. 61. b — c = (qp — 0.) tg “4 


s — a =Æ : ctg 04 = 
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1 1 1 1 
62. Es ist — = — + — +— und fl = Vo - Qa - 0» - 0:5 

e TA fi= Ve: Qa + e» + e 
folglich s, s — a, ... zu bestimmen. 63. Wie Aufg. 62; 
ee 54, fl = 940, a 52 91, be 18, 0 — 40, a == 619 39,8", 


d. 
B= 18° 55,0. 64. bes — mi u.s.w. 65. Ist AA, die 
a, +a, 
Halbirungslinie des Innenwinkels A, 44, die des Aussenwinkels 4, 
so ergiebt sich 4/4, = 22%, folglich cosd= a Bank} 
A, — 4, 24,0, 
66. Es ist (vergl. Aufg. 64 und 65) a, = LENT und a, = : 
A + p d+ w 
A, 
folglich cos ð = OE. 67. Es ist cos «4 — A P 9 á 
andererseits 4bc cos 44 — b (s — a) = (b + c)? — a?; folglich 
b à D 
nach Elimination von bc : cos «4 = ( à n. 3 + S . 68. Aehnlich 
W q ee L ks ng C Buy ii» 
wie in Aufg. 67 ergiebt sich: sin «4 "Tarte 
Bt la 
69. =t, ctg «4 = RT ut á 10. Sind M 


und M, die Mittelpunkte, bezüglich des inneren und des der 
Seite a zugehörigen äusseren Berührungskreises und ist AA, die 
Halbirungslinie #,, so wird AA, dureh M und M, harmonisch 


MA Yt MA, 
MA ` Qa MA 


giebt sich für MA=x und M A=y:z y=ta und x : y= Q: +0 


getheilt, indem sich verhält 


folglich er- 


94— e 
folglich afit sE E . ta und demnach 
; ons 200a > ? 
sin Y = EE —— 11. Durch eine Entwickelung, 
: æ (Qd Qa) ta > à 
áhnlich der für Aufg. 70, ergiebt sich cos a qe aL. alid s unt 
(0, — 0c) Ía 


12. Es ist em = (s — a) tg 04 und Q,— (8 — a) ctg 1⁄4, folglich 
tg %4 - ig 4 = i £a; ferner vermöge der beiden Gleichungen 
b 


s =Q : ctg B4 und s— ag: ctg%, 0 - ctg B4 — Q - ctge4—a, 
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und weil ctg Bé = tg —— durch Elimi- 


«+Y _ Q (tg “4 + tg 74) 
R ke NEN 
nation von tg 1⁄4 für tg «4 die quadratische Gleichung: 
o? - tg 34? — a (0 — N) tg %4 + o* = 0. 

13. Auf áhnliche Weise wie in Aufg. 72 ergiebt sich zur 
Bestimmung des Winkels æ: 

Qa” - etg «4^ — a (ga + 0») - ctg «4 + q? = 0. 
44. Gesucht sei die Seite a des Dreiecks: man hat 
a 2 tg «4 y | etgB4-ctgy4—1 
9r ps und gei — ag TY SC B4 + ctg EA 
wo nt und agri T, 


sin « — 


nach Einsetzung dieser Werthe ergiebt sich 

a? — d? — 4g? 
4oa 

MA (a? — d? — 40?) . Bea 

2r  (a?--49?)' — 2d? (a? — 4g?) + d? 

d. h. zur Bestimmung von a die Gleichung: 

(a? + 402)? — 2d? (a? — 49?) + dt = 16ro (a? — d? — 403), 


deren Lósung keine Schwierigkeit macht. 


tg “4 = , und demnach 


sin a = 


§ 26. 

1. sin2& — 20. 2. tga=|ð. 8. Gesetzt ð — ctg å, 
so wird sin 2«& = 2ctg A: ctg 24. 4. Gesetzt ð = ctgA, so wird 
sin2a=2ctg4-tgl4. 5. sin2a=40(1+0), d.h. 20 «V2 — 1. 
6. sin 2æ —0?— 1, (1 <ô « y). 4. sin 27 = 1 — ð?. 
8. ctg «4 =ð. 9. tgr=0. 10. sin 2« = ð (0 — 2), d. h. 
1«0«1--y2. 11. Wie in Aufg. 10. 12. sin 2«—40 (d+2), 


GB 0 IC sti. 13. Qu ð= tg 22, so wird 
ees AP — A, del, 14. Geseizt — — —— — iP = tg À, so wird 
sin (2e + 4) = cos 4?. 15. Gesetzt + mis À, so wird 
sin («—A)—=2cos 459. sin (4— 45°). 16. Gesetat — 3 =tg À, 


so wird sin (œ — A) = 2 cos 45? - sin (459 — A). 


www.rcin.org.pl 


216 Resultate zu S. 79 — S. 81 der Aufg. 8 26. 


— 


cos À 


17. Gesetzt ð — sin Á, so wird sin 2e = ip 1>ð?>%. 


18. Gesetzt ` — `= sin, so wird sin 2« = A 
0470« 1; 5838". 
19. sin æ?+ ð: sina=1, «—38?10,3'. 20. sin2a?—2d?- sin2«=20?. 
CM A BAIST, ge 
21. eu? cos (45° — a) e 1<ð< y2. 


AM 


22. Py = = etg (45° — M), 1<. 
1 
23. a, tea — tg «4 - tg 84 — 0, tgo? — (1— 90) tg + 0—0, 
1 
AM — EN CM, es ` 
EN = bp Bt es d. 24. a Mm” > damn , 
tg eft + (1 +d) tg ig. 25. g=. 


26. tg % =ð. 27. 2 cos a= 30 — 1. 28. cos «4 = dí. 
29. Gesetzt e == tg » so wird cos «4 — 1 ctg 94. 

90. tg eil = e MES ,0>% BL. tg«£—0,5, «—53? 7,8". 
91a. sin «+2 cos «—20, 14740? «75. Für d=4 ist «—90?; 
für 1V5 > ð > 1 ergeben sich jedesmal zwei verschiedene 
Winkel oe: für d=4Y5 nur ein einziger Winkel, nämlich für 
welchen sin o = V0,2 d. i. œ = 27° 10". 92. Das Dreieck 


A, 
wird gleichseitig. 33. Ist a. ò= — e 


D Di , So ergiebt sich 


wird cos œ = ð. 


DB 
34. a = 102° 39,6'. 35. sin (45° — «4) = ð y2. 


vA? -- Vp? — yy? 
TOWe > PERO u. 8. w. (Vergl. $ 18, Aufg. 37.) 


37. cosy — VOF (+u), ctgB=12ctgy, ctg =y ctg y. 
38. werte. cos æ : cos 8 = YA: Vu, 


JOYA Ys Pad 
Ya `? 


eto LL, und b. für dos 


36. cos a = 


Pi ci 
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§ 26. Resultate zu S. 81 — S. 83 der Aufg. 917 


e—B Vin A 
39. siny? = âu, #7 etg y 
YA Yn í 
40. e — 90°, y = 38° 104. 41. oss 55? oder = 4? 29,4". 
41a RE p pesa + 42. cos = LEE 


43. Sind die Theile des Winkels œ bezeichnet: BAA =0,, 
C AA, =0,, so ergiebt sich: 4Ap?* cos a, = 44? u? — 4? +u 
1 


und 44?p.cos e, — 44? p? + A? — u?. 44. a. sin ÁTTI 


1 Ex us dh d. 
(2 + 1) (u + D 45. cosy = F dd) (u—1). 


u? 2 
46. cog. =À Dr os 8 =e V rs 


ak li I a irR 
DITE TERN E de qe 
bins. vA Viren Nu 0o 
Ma od ENS Ls 48. Es ergiebt sich 
sin œ : sin f : siny = å (1 + u): u (1 + A): 1— âu, woraus 


` sin% = 


oder 


22u. cosy=(1+2) (1+p)—2; u. s. w. 49. gun. 
RF A : E r MEC 
50. tg SUMMO. TAE 51. sin 1⁄4 "Dkr AL) 
1 pos. _ Pp 1 
52. sin ag? dom A. 53. sin AS A 
ú 3 53 
54. sin = 55. sin a u. S. W. 
56 EEE MINE 51.siny?— CURRERE u. s. W. 
An 41u 
(1 + à + Auf 
58. M ETE EY crc eoe EM DEL 
59. ctg =Å; ctg B4 — p. 60. ctg? =àÀu. 
e Có dio ar GE Lu d- 2) 
61. 4 cos ag? = Dr oder — gg WO ¿== 


2 Ka 
und s= p (å + 1). 62. 4 cosa? = SII oder — I 2. 
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218 Resultate zu S. 83 — 8. 85 der Aufg. 8 27. 


8 27. 
1. 9,8996, 12,124, 13,593. 2. a= 32,013, b — 30,354, 
c — 22,782, B = 64? 31,2', fl — 330,09. 


9. gg, — a, : by a, o = 2,8051. 


1 1 1 | 
t n =e (aata taaa) €T 019886. 
5. s, = 2r (1 + 4 cos 24 . cos #4 - cos v4). 
2 
1 SE ið Júl ne, 14,29. (Die Rechtecke der Ab- 
12 cos æ - cos P - cos y d 
schnitte der Hohen sind constant). T. sine =, 


8. a-.cos u. cos v = a, - sin (w + v) - cos (u — v), 

AM-cos(u-]-») — —2a,-cos(u—»). 9. 2acos u-cosv=—a, sin 2(u-+»). 
4 sin y - sin v - etg (p + v) 

EAM ( = sin (u +») Ss 

11. Es ist, wenn Winkel AA,C = z gesetzt wird, 

Ma : a4 — sin $ : sin (æ — P) = sin y : sin (x Y y), folglich 

sin (y — B) - tg 2 = 2 sin f sin y; x = 83? 54,6', y = 16? 38,2‘, 

z = 82° 32,6. 11a. etg x + etg y + ctg z= 0. 12. Ist œ, der 

Winkel, den AA, mit AB bildet, so ergiebt sich durch denselben 

Ansatz wie in Aufg. 11, sin y - sin a, = sin f - sin æ,, folglich 

cos (y — a) = cos (f — œ) — 2 cos (P + œ) u.s. w., y — 83? 12,2". 

13. Man hat 2 fl — bc . sin a — a - m,- sin ð und aus den Aus- 

drücken für c? und b? durch 44, m, und ð : c? — b? = 2 a-m,:cos Ô, 

folglich 2 b c sin æ — (c? — b?) tg  — 4 fl. ` 14. Durch Um- 

formung der Gleichung 2 b c . sin æ = (c? — b?) tg ð (Aufg. 13) 

ergiebt sich 2 sin æ sin f sin y = (sin y? — sin f?) tg ð u. s. w., 

endlich cos (f — y + à) = cos ð . cos (B + y) = — cos ô . cos a. 

15 und 16. 9 fl-ctg æ = 3 m? — d?. 17. 4 fl = (4d? — 5 a?)-tg a. 


18. Man hat f{—bp=p(s—b = E (s — 5), folglich 
- fi(s— EL TE 1 ED, 
a und weil fl = 2 ist: EST pr" d. h. wenn 


man $— a 4 ọ ctg %4, hy=csin e, s—b=c—o ctg «4 einführt: 


St l i sin æ (c — o ctg %4) 


19. Ist die gesuchte 
csina — 20 
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$ 21. Resultate zu S. 85 und S. 86 dek Aufg. 919 


Linie A,B, Cj und CB, — B Cr = C,B — 05 A A, — v und 
b ze, so ergiebt sich, wenn die Diagonale BB, gezogen ist, 
B B, LUFT prt i N Aa d. h. 


2 , 
Be art 


2 cos sin 5. sin y, woraus sin 4 = sin f — sin y. 


20. sin u = sin f — sin y. (Vergl. Aufg. 19). 
21. Die kleinste Seite wird 15,653 und ein Winkel 71° 43,7'. 
29 BA, — Sin y - cos (B 4- y) CA, _ sin B . cos (8 + N 
"CA, sin f v BUE UR sin y 
BA, CA,  cos(B+y) a (HE Ba n SA 
TE Sip di A, `" sinfsiy ka sin æ sin $. sin y / ` 4 
24. a, =a:cosa,... «,—180? — 2 a, 4, = 2 A. cos æ cos P +008 y, 
$9 — 2r sin æ - sin B -sin y = hg- sin œ. (Vergl. $ 21, Aufg. 1.) 
2 r - sin 8 - sin y Dar 1 1 
1 = ——___—— . Es ist — + — + — = 
A Ce ac, 


(Vergl. $ 4, Aufg. 49): d. h. der reciproke Werth der mittleren 
Tangente ist gleich der Summe der reciproken Werthe der 


beiden äusseren. 27. «— 180° — ð, cos Puy oU a eg. 
2 2 a, - sin «4 


B = 979 ASA, a = 10,844, 5 = 13,351, c = 6,6027. 

28. Eine analoge Formel, wie in Aufg. 27 folgt aus der Be- 
ziehung ay:b,:c, = cos æ: cos ß:cos y für sin a 3 E f =52918,1', 
$56,989, ;b — 5,964, c == 1071. 29. 8,8258. 


in wa 

30. a? + (a + b) a = SS a. 0,2855. b. 2,4165. 
2 a—b 4ab " Á 
E TURCO S b « a, “47 (8a -- D) (a D). q=54 14,3". 


32. Sind die Theile des Winkels æ durch æ und y bezeichnet, 
us od 
2 =p ut 
d. h. x — 26° 35,2, AP— 25,17. 33. Bei derselben Be- 
zeichnung wie in Aufg. 32 ergiebt sich 4«=119" 54,5', AP— 5,681. 


2 
so hat man sin æ : siny=0, : c,, folglich tg 
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220 Resultate zu S. 86 und $. 87 der Aufg. § 21, 


94. Man hat LC noi ir etg “4, folglich $, = 52 53', 
ta í 
Và — Ba _ Ab, — pc, 
2 Ab, + wc, 
A Ap 
PER o ! — „P = b = . 
Ba = 41? 34', BC, = a ors GE A 12,208 
z b+c, 

36. Es wird f, = ya = 90°— «4 und B,C, = r = ll 112. 
2c,b, 
d? 
entweder f, = 83° 10,2' oder = 42° 49,8' und demnach ent- 
weder B,C, = 12,4158 oder — 12,058. Determination: Es 


104% 5,5325. 


muss sein dorem po or 98. Es ergiebt sich 


C LAPes f, 299 39,1, B,AP=y,, AP=e=10,915. Gesetzt 
AB, — 2, AC, — y, so hat man die Gleichungen 
2 


B,C, — 11,286. 35. - ctg «4, 


37. Es ergiebt sich cos (fj — ya) = 


— cosa, folglich 


; 1 2d 2d? 
y sin B, + 2 sin LR und yz = zn: 


folglich sind u= z sin y, und v= y sin f, die Wurzeln der 


2d? 2 d? sin $, sin y, 
Kd s Tan er H 


quadratischen Gleichung 4? — "EU 
woraus g = 11,193, x,=3,6489: folglich entweder 2,— 27,15, 
9,75 1,9151, f,— 14? 39,1', B,€, —31,256, oder 2,— 8,8506, 
4,72292,0260, Bes 1037 39,5", B¿C¿=27,176. 39. 14,925, 
20,874. b. 6,6231, 4,88. 40. Es ist b (+ — du. s. w. 
sin $ ` sin y 

(vergl. $ 13, Aufg. 12); die gesuchten Winkel sind 66? 12' und 
59? 48'. 41. Es ergeben sich die Winkel 74° 56,1' und 519 3,9". 
42. (Quadratisches Problem). Es ist AP— 10,915 (Aufg. 38) =e 

e a ) ; B— 86° 13,8 
und d — 5 |= mms u. s. w.; $8 = 86? 13,8. 
49. CE=9,8177, CE: CD —108:53, Á (c, d) = 86? 25’. 
44. Gesetzt A BAD = x, CAD = y, so hat man 

dad a sin ß - sin y 


sin (B + 2) = = =T sin @ F y) = sin (y + Y); entweder 
x = 129 45,1", m æ = 93° 14,9. 
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§ 21. Resultate zu S. 88 der Aufg. 221 


E 


sing siny 


45. Es ist a ) u. #+y=e, folgl. durch Elimination 


sin 1 Me sin y 

von y: ET = (sin y + sing cosa) sin e — sin f - sine : cosz, 
d. h. wenn man setzt ctg u UE E und etg p= Ea) EA ta 

à Fa _ e€siny - sin 4 ¿Sin Asing 
sin Lo — p) Pom m3 ME 46. Es is Y DEPT SES — + tg 9, 
also tg — Le did tg (p — 45°) - tg «4, g = 55° 32”. 
47. tg y 3 Le tg PIE „tg e^. m e42? 460). 

ip Te 
48. cos (x Mi = den TEE + cos æ, æ = 82? 45,6' 
d? sin ag? 


oder 142 14,4”, es muss sein e? < sin - siny 

sin a? sin y? e? : 
= ==, Y = ü folglich 

sin 8? sin y? d? +y á e 


te 
(ásin f? siny-psin f cosa?-siny?) Se Ser cos «sin B-Esin y W, 


e 
wo W? = sin a? — $; (sin 8? — sin y?) — ga sin PP» sin y?. 


90. Es ist PR Li E A d. h. 
sin « 


. ? D 2 . 
sin ð = a V 2298 in Sind dins , und demnach b = e Y ————— a , 
d sin « sin œ - sin y 
i 2s - sin B4 - sin YA 
ez ch RE 51. Es ne aa Bere 
sin æ» sin $ cos % 


(vergl. $21, Aufg. 8) d.h. sin (zB) —sin(y- p) =. Saiten 


92. Es ergiebt sich áhnlich wie in Aufg. 51: 
€ cosB4-cos 1⁄4 


À Fals : . 20 cos B4 - cos 1⁄4 
sin (x + 8) = a kt EEA 53. eat KA rT: 
pa, E TEL onn QUEM ege 

y sin Pk. 7 ’ 
g ITAPITA ri ago p eq. 
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222 Resultate zu S. 88 und S. 89 der Aufg. § 27. 


5b. Mie LN 20 0 Ø n 9589, MB 34023, 
cos «4 8 


abc. sin a 


MC =4,3205, 4 BMC — — 592 —5,7153, CMA = 4,899, 


4s 
AMB=4,0825. 56. 0,=3/6=7,3485, may bee — 11,619, 


M.B= V ect 784802, M,C-1,9314, 4BCM, s Za 72, 
C AM, = 22,045, ABM, = 18,371. 57. a. Das Rechteck der 
beiden Linien AM und AM, ist gleich dem Rechteck der beiden 
den Winkel Á einschliessenden Seiten b und c. b. Denselben 
Werth hat das Rechteck aus AM, und AN 58. AD,C,— 0,9031, 
B(,A, = 2,0395, CA,B, = 3,377. 59. AB,C, — 18,288, 
B6,A4,—2,416, CA,B,— 1,115. 60. Bogen BC=2,7389, 
CA=2,9909, AB=3,1008. Segment B,C,=0,7793, C,A,=0,7071, 
A,B, = 0,6027, das krummlinige Dreieck A,B,C, = 1,2701. 
61. B,C,=1,8358, CA = 2,4468, A, B, = 2,8246. 
"62. A, — 40? 31,7, B, — 134? 482, €, = 4? 40". 

63. Die den Kreisen um A und €, sowie um B und C gemein- 
schaftlichen Tangenten sind parallel, wenn 


ea Tore a+ sin Ysin $— cos «á * cos B4 - Vsiny. 


64. A, B, = ra. tg «4 + ro : tg Bog + 2 Vra + v; = 8,0027, 

B,0,— 63,917, €,4,— 69,791. 65. %rY3, "4(2y8 + 3). 
66. Die Winkel des Centraldreiecks sind bestimmt durch die 
Proportion sin 8 : sin y : sin «—1-4-4:1-4- 4:2, woraus 47 1; 
sind die Winkel des gesuchten Dreiecks %,, By, Bo, so wird 


cos $, = sin « EM. yi — cH IN N 
o= o = FR e 
(4 + 1» 
Werthe von A sind bestimmt durch die eubische Gleichung 
4? — 84 — 2 = 0, von deren Wurzeln 4 — der Aufgabe ent- 
spricht. b. Aus dem Werthe c, = 180? ergiebt sich für 4 der 
Werth Y. €. Die Lösung der Aufgabe führt auf die Gleichung 
des vierten Grades 4*— 124? + 344?—20 4 - 1— 0, deren 
linke Seite sich darstellen làsst als das Produkt der beiden Aus- 
drücke 43—64-1-32:2y2(4 —1), so dass die Wurzeln sind 0,7187, 


8,1097, 0,0551, 3,1165. 68. %. 69. Die Winkel des durch 


sin 


67. a. Die 
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8 2T, ^ Resultate zu S. 90 der Aufg. 993 


die Centralen gebildeten Dreiecks ABC sind bestimmt durch die 

Proportion sine :sinf:siny=p+v:v0+4:12+p4. Es sei 

¿<u<v, d. h. a>8>y. Die Winkel des Tangentendreiecks 

selen Go: bos Yo 80 ergiebt sich: 

42Vuv — (w — 4) (v — 2) ps 
(4 +u) (+4 ») MAT 

10. Es sei alsdann «, — 2 R, so hat man 

4ÀYuv — (p — 2) (v A | pv — hp —àv — 22 
EZE tat ” 

woraus 24 Vu» = pv — Ap — Av oder 4 = E (Vergl. 

Ta Dry Hr 

Algebr. Aufg. $ 10, Aufg. 41). 70 a. Gesetzt YA = cos Ó, so 

Vr; + cos Ó 

2 cos PA? ` 


cos (a, — a) = 


— cos œ — 


ergiebt sich Væ = 71. Es muss sein f, = f, d. h. 


TÝ Ø „a 
te SE 
der Radien v der der Basis anliegenden Kreise hat man 
a sin 45°- sin 84 
2 sin (45? + 84) ' 
dann zur Bestimmung des Radius y des dritten Kreises die 
Gleichung: b= y etg «4-]- x ctg P4 + 2 Voy. Für «= 90° ergiebt 
a 3 + y2 = r Y 
sich x = a4 (2 — Y 2 )und A 2 + 2), 
Kat DE Eeer ay 

d.h. 20/181. 73. r,—tg(459— ad). r, r, = ctg (459— ag)?.r. 

4594 GE 


, wörsus Alen ffe: 72. Zur Bestimmung 


a —22 (1 + ctg £42), d. h. x= und als- 


å af? 
Zen cos(459—«4) x 


14 sin %4 2 2 


. 15. æy cos «¿81 (sin 


o o. - NA 
Lycos tá = Er (os 19 E in SE . 76. x=r.ctgus-tgo4. 


2 


14. Man erhàlt ses SE «4 + Væ (æ + 2r), und demnach 


Br. ctg zh . 459- ed ud 


æ ctg % = JA à cos à 
_ 8r etg «4 459--«4 , 459—ec4WV 
Lo ctg 0% = ee. : (cos B Rr * SIN EUM) . 
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224 Resultate zu S. 91 und S. 92 der Aufg. "8 31. 


18. æ = r tg «4 . etg el. 79. r- ctg «4 = x + Væ (æ + 2r) 


E Lu r sin «4 . sin 45° 8 r sin «4 sin 45° 
IA r ele 0) ` 4 sin (459 — ag)" 
T * sin % 


81. æ= (r — æ) sin 44, d. h. 1. 9 cos (459 — ayy" 


82. Ist o der Radius des Kreises K (Aufg. B so ist 


ü r ry2—e- etg «4 
2 Voy + o ctg e£ — Vr (r — 2y), d. h. yi- GEERT 


82 a. Es ergiebt sich tg MCA = YY, woraus anh Construktion sehr 
einfach herzuleiten; ist weiter N der Mittelpunkt des dem Quadranten 
eingeschriebenen Kreises, so ist tg MCN = 0,75, d. h. MCN 
ist der kleinste Winkel des rechtwinkligen Dreiecks 3, 4, 5. 
83. Es ist 7 - ctg «4 = r,- ctg «4 =T," ctg %4. 84. Wie Aufg. 83. 
85. r-tg 509, r.tg 609, r-tg 70°. 86. Es ergiebt sich 
T4: Ta: r=tg %4 : tg md : tg "54, und daraus tg mä quarta 
Dam, 5905 a 1260 02,2 a, Zen 1439 Op, 

87. r, = a- ctg 4: ctg eg u. s. w. 88. Die gemeinschaftlichen 
Tangenten der drei gegebenen Kreise gehen durch denselben Punkt 
und mögen die Winkel æ, P, y mit einander bilden, so hat man 
(vergl.$37, Aufg. 6) cosa?-|- cos 8?-|- cos y? —1 --2 cos «- cosp- cos y, 


—2 mn 
ferner eos œ = ————————, —. u. s. w, folglich, wenn noch 


(m + æ) (n F æ) 

1 1 Á + u+v EVA???) 
GK r dais esetzt wird, = r rrr. 
nw y _ (Aut 9—4 (uv +va+t Ap) 
89. Sind AB und AC die gegebenen Tangenten, D der Punkt 
und M der Mittelpunkt des gesuchten Kreises, so sind Á BAM = a 
und DAM — 8 gegeben und gesucht ADM — æ. Es ergiebt sich 

in $ 


sin £ = E, woraus die Construktion leicht (§ 22, Aufg. 17). 


Es ergeben sich zwei Lösungen, jenachdem 4 < oder > 74 ist. 
90. Sind r der Radius, D der Mittelpunkt des gegebenen Kreises, 
so ziehe man durch einen Punkt Ader Halbirungslinie des Winkels O, 
der von den gegebenen Tangenten die Entfernung AO — — hat, 
Parallelen zu den gegebenen Tangenten und legt dann an diese und 
durch D nach Aufg. 89 den Kreis. 91. Gegeben die beiden 
Punkte A und B und der Kreis um C mit dem Radius 7; es 
sei M der Mittelpunkt des gesuchten Kreises, D der Berührungs- 
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§ 27. Resultate zu S. 92 der Aufg. 295 


punkt, ferner BC = a, AC — b: zu finden seien die Winkel 
ACM — x und BCM = y. Man hat æ + y = BCA = y. Is 
jetzt DE der zu C gehörige Durchmesser des gesuchten Kreises 
und sind Á, und B, bezüglich die Projektionen von Á und B 
DE, so h a dd o; à d. h. (D DA, DB?—DB,. DA? 
auf DE, so hat man "SUBE C DA ER =DB, 

oder(bcosæ— r)(a?-]- r?— 2 ar cos y)=(a cosy —r)(b?+ ?—2 br cos a), 
woraus (b cos æ — r) (a? — r?) = (a cos y — r) (P — r°), d. i. 
(ID DA, - t? = DB,- t,?, wenn L und /, bezüglich die von Á 
und B an den gegebenen Kreis gelegten Tangenten bezeichnen. 
Aus den Gleichungen (I) und (II) ergiebt sich DA: DB = t, : fp 
und daraus leicht die Construktion. Ebenso ist die Bestimmung 
der Winkel æ und y aus den dargestellten Gleichungen ohne 
Schwierigkeit. 92. Gegeben der Punkt C, der Kreis um A mit 
dem Radius r, AC — b, und die Linie L, bestimmt durch ihre 
Entfernung CB = a von C und den Winkel ACB — y, der 
Mittelpunkt des gesuchten Kreises sei M, der Radius desselben 
MC — x, zu finden seien ausserdem die Winkel ACM — u und 
BCM =v, deren algebraische Summe also gleich æ gegeben 
ist, vielleicht u -+ v — «e: ferner hat man die Gleichungen 


(r Hæ? = b? + z? — 2 b æ» cos u und cos v = a MIU 


RE A Aufg. 92 zurückzuführen, in- 


C 
1 + cos v 
dem man den kleineren Kreis durch seinen Mittelpunkt, den 
grósseren durch einen concentrischen Kreis mit dem Radius r — o, 
endlich die -gegebene Linie durch eine im Abstande @ von ihr 
parallel gezogene Linie ersetzt. 98 a. Es ergiebt sich durch 
eine Entwickelung, áhnlich der von Aufg. 92: 
ce — y? g d E 

pun 2(r-J-ccosu) | l--eosv' 
und v -]-v— DU, folglich u—:25?26,9', und demnach z— 43,9352. 
94. Die Mittelpunkte der gegebenen Kreise seien Á und B und 
ihre Radien bezüglich r und 0, ferner sei C der gegebene 
Punkt AC =b, BC =a, Á BCA—y. Ist M der Mittelpunkt 
des gesuchten Kreises, æ der Radius desselben und bezeichnet 
man MCA = u, MCB — v, so habe man etwa u + v = y, ferner 
ergiebt sich aus den beiden Dreiecken MCA und MCB bezüglich 
(r +æ?= 0? -- æ? — 20 æ cosu und (g+ 4)? — a? 4*— 2a acoso, 


d. h. 20 cos u — 11 cos v=9 


b2— r? a? — p? 
d.h. 2o = —————— =, u s w. 95, Auf die 
r+bcos u Q + a cos v 
Hermes, trigon. Aufgaben. 15 
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226 Resultate zu S. 92 — 8. 94 der Aufg. ss 27, 28. 


Lósung von Aufg. 94 leicht zurückzuführen. 95 a. Der gesuchte 
Kreis ist concentrisch demjenigen, welcher durch den Punkt Á 
geht und Kreise berührt, die um B und C bezüglich mit den 
Radien 1 und 2 beschrieben sind. Zur Bestimmung von % und 
v dienen jetzt (vergl. Aufg. 94) die Gleichungen vw + v = 53? 7,8' 
und 45 cos v — 49 cos u= 4, woraus u = 36° 52,2' (es ist ab- 
sichtlich hier nur eine einzige Lósung durchgeführt) und demnach 
wird der Radius eines der gesuchten Kreise gleich 6%,. 


§ 28. 


1. Sind a und b die Seiten, ð der Winkel der Diagonalen, 
so wird 2// = (a? — b?) tg 0. 2. Sind die Diagonalen d, e und y 
der Winkel, so wird 4f/—4(e?— d?) tgy. (Es ist a?—b*= d € cos.) 

2 de sin d 
Winkel eines der durch die erste Diagonale abgeschnittenen 
sing — sine, fi= d? - sin B sin y 
A ee sin « 
a, + «, — « gesetzt ist u. s. w.; f = 57° 9', fl = 0,58043 - d’. 
5. Sind die gesuchten Winkel œ und f$, so ergiebt sich 
cos (œ — ß + à) = cos ð - cos (æ + 8) (vergl. $ 27, Aufg. 14); — 
a=87935,6'. 6. Es ergiebt sich sin (— $) - sin (d+«)=sin e -sin $ 
und daraus cos (20 + « — B) —2cos (œ + 8) — cos (æ — $), 
(4^ 4D. Qr — 1) 

ò = " £ . — : 

54? 25,2 7 bs y 21 (w 4 D 

2 Fi à; 
8. cos y = iic sr Mop enda snl D 
2y Pw (1 — 242) - (1 — 29) 

9. 2siny = (4—!/) tg ð. 10. 2sinó = (VW — å) etg y. 
11. Es ergiebt sich xz — Yz = 2- uj ; 
— ebenso wird y = ctg V4 


d- MER PA. 4. Sind f und y die nicht gegebenen 


Dreiecke, so hat man , WO 


folglich æ = ctg 9% 


in 
(—— tg 74), wenn ctg s= ; 


(— — tgV4), wenn E gesetzt ist. 12. In Aufg. 11 


hat sich ergeben NE wo ge. war: demnach 
tg 
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§ 28. Resultate zu S. 94 und S. 95 der Aufg. 991 


- sin 45? . / 
2fl—5?-tp.à. 18. Die Diagonalen werden doces. Melun 
- sin 45° - sin V4 


sin (V4 + 45?) 
sin ð 
Se ee t = Es | — Y etg y. 
und £ sin (W F 459) ; WO eg qiue SH f Y etg y 
Folgerung. Parallelogramme von gleichem Umfang und 


Diagonalwinkel haben gleichen Inhalt; ebenso Parallelogramme, 
welche in der Summe der Diagonalen und den Winkeln über- 


Se e + sin 45? . cos pg 
einstimmen. 14. (Vergl. Aufg. 12.) a == PO: AB M > 
e - sin 45? - sin 74 


LEE Eh AN N NE 


h, 4 á i-i: siny m 2 h;? hp? 


16. fl— SE? 2 f gg antes) 


18. tgð = (=—tg2g-sinð, wenn 4==tgg gesetzt wird). 
19. 22 sin y=(22— 1) tg ð, (2=ctg 4, wenn sin y- ctg d =ctg u 
e?tg ð 20 59fl a—b 

ier? 21. sing == ` FER 


wenn man das durch bn Seiten a — b, c, d gebildete Dreieck 


gesetzt ist). 20. fi=5 oder 


durch 4 bezeichnet: sin 74. 22. 2fl = > - cd sin e, 


wo pim i EE 23. tt. 


y—0 cd ; 
5 "Ed *etg 5j. 24, Es 


ergiebt sich a — b = Vc? + a? — 2cd coss und arbo a 


2 
oder man berechnet zuerst y und ð, wie in Aufg. 23 und dann 
nach dem Sinussatz a — b u. s. w. 25. Die erstere ist 


2 cd cos € 
yV + d + 2cd cose, die letztere á Sr ; 
26. 2cd cosg = (c + d) e. 
21. Es ist edm? coss = 4? + V(c?m? — 4?) (d? m? — 43): 
der Inhalt ist möglichst gross, wenn 4=cm oder — dm ist, 
für welche Werthe bezüglich cos e= c4 oder =d% ist. 


sin y : sin d=C: d; folglich tg — 


28. fi— T er 29. Aus der Beziehung ———.—- maor rud ripa 
sin « nis sin éi sin Pis ÁR gm 


ergiebt sich cos = "LN þv 2 À cos él - cos = 


2 
15* 


u. S. W. 


2 
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228 Resultate zu S. 95 und S. 96 der Aufg. § 28. 


20 20 Q. + cos ES 
. Esi = — d=— AÐ 7 . Á 
30 m HR sin $” in «g - sin Ag” 


E! 9M SÉ lata AQ ala 026 
— oan - cos Pg. 31. fl=(c+d)o, sina— x sin P=. 


cos Bg cos ag 1/4 
32. Es SCH Viu und EPI woraus œ und ß 
2 
leicht zu bestimmen. 33, EE e AC 
sin CG, sin P, 
Q + cos P. Q - cos Ar 


TA i a deg 


Pong cos f ma V 2 — sin 4% DL 
cos ^ de sin 8,4 
35. 4fi — (a? — b?) tg a, 2r sin 2« = Ya? + V + 2ab cos 2a: 
es ist demnach r der Radius des umschriebenen Kreises für ein 
Dreieck, welches o und b zu Seiten und den Supplementwinkel 
von 2« zum eingeschlossenen Winkel hat. Oder wenn man den 
Winkel DAB=« eines gleichschenkligen Trapezes durch An- 
tragen des Winkels DAE = « verdoppelt und EA über Á hinaus 
um b verlängert, so dass AF=b wird, so ist F ein Punkt des 
umschriebenen Kreises, und umgekehrt: ist F bei dieser Con- 
struktion auf der Verlángerung von AE ein Punkt des um- 


schriebenen Kreises, so ist AF = b.» 96. Es wird 
41? cos 2a = — ab E V(4r* — að) (4r* — b3). 87. Ist az» 5, 
so ist der kleinste Radius r — 4, alsdann ist cos Zëss mr 
tg a = sæt 38. cos (a, c) = d 
iic pM (l+ =r? 
39. cos (b, c) — Fin ` eos (b, d)— MU —5 2 
(u? + 1) 22 — gh (1 + 22). 


40. cos (e, f) = Eu 


2 (p? — 1) + ih (1 H 2)? 

2v2ZAu” (1 + 2) à 
den Winkel (c, f) dureh æ, den Winkel (d, e) durch y, so hat 
man die Gleichungen c? + f? — 2 cf cos x = d? + e?— 2 de cos y 
und efsinæ==desiny, in welche die Verhältnisse A, w, v 


cos (e, a) = 41. Bezeichnet man 
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§ 28, 29. Resultate zu S. 97 der Aufg. 299 


121409) p 22499) 
2 Luv , 


SG ea 
2 2B 


5 ` 
| — mh = 21? sin (æ + f) cos a ist 24 der zur mittleren 
2 H 


Sehne gehörige Centriwinkel, so ergiebt sich: 2cosp- cos £ cosg. 

49. Es ist «=2rsin u und 2 cos u=cosæ-+ cos 8 (Aufg. 42), woraus 

Asin u?—sin asin 8?--2 (1—cos æ cos B —2sin æ?+2sin BH cosfB—cos «)?, 
2 b? 


folglich, wenn mit 7? multiplieirt wird: æ? =“ +. 


einzuführen sind: führt man dann ein 4= 


so ergiebt sich 2u4 + cos y = 4? — u? — 4”. 
a+b 


42. h=r (cos 45 cos B), m= — ii - sin 


44. Zu den Sehnen 2a, 2b, 2c mögen bezüglich die Centri- 
winkel Ze, 28, 2y gehören, so hat man für die Abstände 


(a,d)—=r(cosß—cos«), (b, c) —r (cosy— cos f), (a, c) =h=r(cos y—cosa). 
Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich 
(2 + u) cos 8 = Á cos y + u cos æ; ferner ist 
h? — r? (cos y? + cos œ? — 2cos y cos æ) und 
2Àw cosa cosy = (+u)? cos? — A?cos y.—pu? egsa?; eingesetzt: 
Ap R= [Au cos y? 4- Ap cos aà?— (4+u) cos 8?-1- 4? cos y?-]- p? cos a?) 
— [2u + Àp (Fp AB 
— (Au + 4?) sin y?— (å w u?) sin æ+ (4 -+ u)’. sin 8?] 
— (4 + u) r? [(4 + u) sin 8? — å sin y? — p sin a?) 
= (4 + w) Kå + u) b? — ic? — ua’). 


g 29. 
1. Gegeben die Seite AB=a, ABC —, BAD—a, BAC=a,, 
ABD — B,, so ist e + 8, = B + e, oder a — f= a, — f,, und 


a sin æ 
es ergiebt sich 2r sin (a — a, BC=b=2r sine, = ——ı-, 
g ( +8, X ; 1 sin («-1- 8) 
CD — c = 2r sin (e — a ie ; Uu AW. 
MS X Ë 1) sin (« + B4) 
gau AAA B. AR aoc s vi Age ge 


2 sin (a + P? 
AC — e und die von der zweiten Diagonale BD —f und den 
Seiten eingeschlossenen Winkel, bezeichnet durch diejenigen 
griechischen Buchstaben, welche den Gegenseiten AB=a, BC=b, 
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280 Resultate zu S. 97 der Aufg. § 29. 


CD — c, DA = d entsprechen, also (a, f) =æ d, (b, f) — y, 
(c, f) = B, (d, f) = a, wo œ, + fB,+ yı+ 0; = 180? ist, so er- 


e sina, Lë e í 
SETZEN $ GL 8) u. S, w., T= e eer YT aA (e, + B ` 
. esin (fF 7ı) e” - sin (B, + 71) - sin (e + 7) 


giebt sich a = 


f== l = : 

Í sin (e, + Bi). ? f 2 sin (æ, + f) 

9. Bei gleicher Bezeichnung wie in Aufg. 1 ergiebt sich 
f! 


2 Pt . . . 

Ee AER Bata EY 4. Bezeichnung wie in Aufg. 1. 
Gegeben a, b, B, f = BD, so ist e? — a? + b? — 2a b cos $ und 
e 
eem) sing sine 
9. Bezeichnung wie bei Aufg. 1. Man vervollstándige das 
Parallelogramm ADCF und verbinde F mit B, so sei « = 1009, 
p = 53°. Es ist Á DCF—8 = DAF, folglich FAB = e — f: 
demnach sind im Dreieck ABF bekannt zwei Seiten und der 
eingeschlossene Winkel u. s. w. b= 5,0685, d= 2,288. 


6. Das Viereck heisse ABB,A,, gegeben seien AB = c, 
AAB — «a, D,BA— f; AA, und BB, mögen sich verlängert 
in C unter dem Winkel y schneiden, so dass im Dreieck ABC 
æ + B + y = 180°, ferner sei f das vom Mittelpunkt des Kreises 
auf AB gefällte Loth, so ergiebt sich AA, = € cos œ + 2f sin « 
und BB, =ccos B + 2f sin 8, oder durch Einführung des 


Winkels .44,B — AB,B = y, wird tg Yi = ex und demnach 


44,—2r sin(y, +0), BB,—2rsin (y,+ß), 4B,=2r sin (y,—y).*) 
7. Bezeichnung wie in Aufg. 6. Gegeben AB =c, A,B, = c, 
æ und P: Nach Aufg. 6 ist durch die beiden Gegenseiten c und c, 
und die Summe der Winkel æ und f, d. i. den Winkel y, der 
Radius * bestimmt. Construirt man nämlich den durch c als 
Sehne und y als Peripheriewinkel bestimmten Kreis und legt an 
diesen, etwa in B, die Tangente und macht dieselbe BC, gleich 
der Gegenseite A,B,, so ist der dem Dreieck ABC, umschriebene 
Kreis zugleich dem gesuchten Viereck umschrieben. Für die 


, wodurch Winkel & bestimmt ist u. s. w. 


*) Weil der Ausdruck für die Gegenseite A,B, von AB nur y, d. i. 
(a + B) enthält, also von den Winkeln « und 8 im Einzelnen nnabhängig 
ist, so hat man den Satz: 

Wenn man über einer geraden Linie AB als gemeinschaftlicher 
Sehne zwei Kreise construirt und einen beliebigen Punkt C des einen 
mit A und B verbindet, so ist die zu den Verbindungslinien gehórige 
Sehne A;B, des zweiten Kreises von constanter Länge. 
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§ 29. Resultate zu S. 98 der Aufg. 231 


Berechnung TM sich 4C,? = c? -+ c? + 2c c cos («+ 8); 


1 
= asia (o - B) KE ei 7 


BB,= BC-B,C— „(e sine — c, sin 8), 2 fl- sin y —(c?— c,?)- sin «sin B. 


8. Gegeben die beiden Gegenseiten AB = c und AB, = c, 
die Diagonalen seien BB, und AA,, ihr Schnittpunkt C, und 
die Winkel B,BA= f, und A, AB = «, gegeben. Es ergiebt. 
sich auch hier, dass wenn man über AB als Sehne einen Kreis 
beschreibt mit dem Peripheriewinkel 180? — (e, + Bal und an 
ihn in B die Tangente legt BC, = A,B,, der dem Dreieck ABC, 
umschriebene Kreis zugleich dem gesuchten Viereck umschrieben 
ist. Es ergiebt sich .AC,? = c? + c,? — 2c c, cos (a, + fo) und 


AC, 
MUT GET ru +4,C,= z Xin bar ostia t 


BB, = BC, + B,C, = TA (c sin a, H c, sin f). 
D 


S (c sin B — c, sin a), 


9. Bezeichnung wie in Aufg. 2. Gegeben e, f, P, und d: führt 
man ein DC, = ye? + f* — 2 e f cos (B, — di, so ist 
= IK u. S. W. 10. Ist e der zu e gehorige 
Centriwinkel, also e = 27r sin e, und a, + a, = œ, so ergiebt 
sich f| — 2r e . sin e sin (€ + «, — 7). 11. Nach dem Satze in 
Aufg. 6 ergiebt sich, wenn man AC, = Va? + c? — 2a c cos ë 
C 


einführt, r = : nennt man jetzt die zu den Seiten a, b, c, d 


1 
2 sin e 
gehörigen Centriwinkel „bezüglich 2@,, 28,, 2y,, 20, so hat man 
i. À c 
=37> An ba = ap? BI ya demnach 
0, = 180? — (a, + 8, + 12) und d = 2r . sin d, Es wird 
4C, —3,2, r=6,5, y, = 90? (M liegt auf c), f, — 22? 31,2", 
a, = 13? 20,5°, = 54? 2,3, d — 10,545, Á (d, c) = 35°57,7', 
(5, c) = 61° 22,8". 12. Wie in Aufg. 11 ergiebt sich 


AC, = Ya? + c? — 2a c cos 0, r = s u. 8. Wa b=2,2924, 
d — 4,4436, a = 63° 9,5, A= 99 34,9'. 13. Vergl. Aufg. 7. 


Gegeben c, C,, a, B: gesetzt AC, = Ve? c? + 2cc, cos («+ B), 
AC, ef. sin Ø (c?—c,?jsine-sin f 


omer an (a +p) 5 39 EE 


sin %, 
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232 Resultate zu S. 98 der Aufg. $ 29. 


PASA 
woraus sin 0 = deba tar 14. Es ergiebt sich 
A 0 


cos (b, c) — — cos (a, d) = u.s. w. 15. Es er- 


2 (By — að) 
2 Acus. "e 
giebt sich cos (a, e) — cos (c, f) = DELE LG u. 8. W: 


2 (ae — y0) 
uod dn cusa DA lere er LE 
16. Es ergiebt sich 7 = Vi = Tr Ep. 


und dadureh kommt die Aufgabe auf 14 oder 15 zurück. 
17. Durch die Winkel 4, u, v sind die sämmtlichen Winkel des 
Vierecks bestimmt: In der That seien im Viereck ABCD mit 
den Seiten AB =a, BC =b, CD =c, DA =d bezeichnet die 
Schnittpunkte (a, c) durch M, von (b, d) durch N, und von 
AC — e und BD = f durch L, und nunmehr Winkel BLA = 4, 
DMA = u, BNA = v, ferner die den Seiten a, b, c, d bezüglich 
zugehörigen Peripheriewinkel durch e, f,, yı, Ó,, endlich die 
Winkel A, B, C, D des Vierecks selbst durch «, B, y, ð, so ergeben 
sich zu deren Bestimmung die folgenden Gleichungen: 


a+ B+v=a+tð+u=aa+ty=f + ð= 180, 
FE y = 900 + N 


und daraus « = 90? — ; ; 


ð = 90» — ay p = 9004 57. Ferner ist e + y, = Á 


ÀA--v h—v 
2 g A 2 H 
ð, + fı = 180? — å und ð, — f, = p, d. h. Á — o E, 


und «&,—y,—»,d.h. e, = und endlich 


ds ` See Nunmehr hat man a =27-sin a= rin E? 
b=2r . sin B, = 2r. cos sk u. s. W., € = 2r:-sin (a, f) = 
= Hr, cos > f —2r.sin (a, + à) = 2r cos EEY, 


fl — 21? . cos P - COS ES „sin á. 18. Bezeichnung wie in 


à a 
Aufg. 17: Gegeben a, 4, u, v: Es ME mp sr 


2 sin 
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§ 29. Resultate zu S. 98 und S. 99 der Aufg. 233 


a „cos 5 a? cos EFT. cos EE? sin à 
Wr qa MEE T 5 
sin—, de 
19. Es ist nach Aufg. 17 7? — Xy fl T \ 
2 cos 7 . cos 5 -sin 2 


20. Bezeichnung wie in Aufg. 17: Gegeben sei der Winkel 
(a,c)= u, b+d=g und 4, so ergiebt sich b +d=2r (sin 8,-]-sinO,) = 


= 21 (cos EEE + cos F E) — 4r cos 14 cos mé =g. 


21. Gegeben u, v, e —f — g. Wie in Aufg. 20 ergiebt sich 
aus Aufg. 17: y = 4r. sin u4 sin 12. 22. Gegeben A, u, v und 
ABC— ADC-— 4: unter Benutzung der in Aufg. 17 gewonnenen 
Resultate ergiebt sich 4 = 27? cos et «cos Ë * d 
29. Es ergiebt sich fl — r% (sin Ze + sin 28 + sin 2y + sin 20) 
=? r? sin (B +y) :sin(y-]- æ) -sin(e-]-8). (Vergl.$ 6, Aufg. 1.) 
23a. Das betreffende Vieleck ist ein regelmássiges 14-Eck: 


de | = gesetzt, . so ergiebt sich 
14 7 i 


fl = 2r?. sin 5y.sin 6y —27?.cos y cos 2y. 
24. Zieht man die Diagonale AC (e), so ergiebt sich 
f| — ABC + ADC = (ab. sin B + cd.sin D) 
= 2r? sin (æ + 8) (sin e. sin B + sin y - sin ð). 
Durch Vergleichung dieses Resultates mit dem von Aufg. 23 
ergiebt sich sin ce, sin $+ sin y - sin Ó — sin (8B+ y) sin (y +0), 
wo «--8--y--0—180?. (Vergl. $ 6, Aufg. 9.) 25. Bei einer 
Bezeichnung wie in Aufg. 23 ergiebt sich (siehe Aufg. 24) 
sin æ. sin y + sin B . sin ð= sin (æ + 8)-sin (æ + 0), multiplicirt 
man diese Gleichung mit 2r.2r, so wird die Relation der 
Ptolemäische Satz. 26. Der Satz folgt aus der Gleichung 
cos æ . cos y + cos f . cos Ó— sin (x+ B) -sin (x+ 0). (Vergl. $ 6, 
Aufg. 11). 26a. Folgt aus der Gleichung 
cos o, cos y — sin £ . sin ð — cos (æ + B). cos (B + y). 
27. Durch Multiplication mit r% und wenn man den Mittelpunkt M 
des umschriebenen Kreises mit den beiden Gegenecken Á und C 
verbindet und von M aus Lothe auf AB — a und BC =b fällt, 


- COS Á. 


wird . 4": 
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234 Resultate zu S. 100 der Aufg. § 29. 


bezüglich MA, und MB,, ergiebt sich, dass ABCM — C DAM— 
= 4 A,MB,— ACD. 28. Bezeichnet man die vom Mittelpunkte M 
auf die Seiten AB, BC, . . . gefállten Lothe durch Klammern, 
also durch [AB], [BC], ..., so ergiebt sich durch Multiplication 
mit 27?: CD -[AB] — AD. [BC] = AC - [BD] d. h. die Differenz 
der beiden aus je einer von zwei anstossenden Seiten und dem 
Lothe auf die Gegenseite gebildeten Rechtecke ist gleich dem 
Rechteck aus derjenigen Diagonale, welche mit den zuerst ge- 
wählten Seiten ein Dreieck bildet, und dem Lothe auf die andere 
Diagonale. 29. Hier ergiebt sich durch Multiplication mit 
27?: AB.[CD] + CD. [AB] = BC-.[AD] + AD. [BC]: d. h. 
für die Gegenseitenpaare sind die Summen der Rechtecke, gebildet 
aus Seite und Loth auf die Gegenseite, einander gleich. 30. Sind 
AB =a, BC=b, CD —c, DA —d die Seiten und A— ea, 
B= ĝ, . . die Winkel des Vierecks, so ergiebt sich: 


eB a . Y ,, 219 
2 


. sin—— -si 


2 2 2 

“sn «4 - sin $4 sin «4. sin A4 - sin 72 - sin 94 bs 
fi=(a+c)e= u. s. w. 30a. Die Richtigkeit ergiebt sich, 
nach Multiplication mit p?, aus der Summation der rechtwinkligen 
Dreiecke, in welche das Viereck durch die Verbindungslinien des 
Mittelpunktes M mit den Eckpunkten und die Lothe von M aus 
auf die Seiten zerfällt. (Vergl. Aufg. 50.) 


31. Gegeben a und die Winkel. Es ist o = 


0: sin go Sin 


u.s. W., a-+c= 


a - sin % - sin #4 


S. A nb d TP £ 


5! 


= 


a? . sin «4 - sin £4 » si 


a+y .a+d 
ny ur Yu 


ee eu 


a 
sin 14 - sin 24 - sin 


2 
Ba dim s . sin «4 - sin 84. sin y4 - sin dé 
aa STÐ - sin Ay - sin a i 
` Zei fl - sin «4 - sin P4 - sin 94 - sin 94 34. Sind A. B,, 


e KY DOG i ae n NC dE. A 
pin EEE n ter ein 5 
C4, D, bezüglich die Berührungspunkte der Seiten a,b,c,d, so ergiebt 
sich A,B,=20c088f4, u.s.w. fI =e% (sin «-]-sin 8+ sin y-]-sin 9) = 


= 20? . Sin EEk - sin eiz „sin Ur 7 (Vergl. $ 6, Aufg. 1.) 
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35. fl = 2fl. sin «4 . sin 84 - sin 1⁄4 - sin dá. 36. Multiplicirt 
A + o und dividirt durch 
sin «4 - sin B4 - sin 9% - sin 94, so ergiebt sich 

(AM . BM + CM. DM) . sin té, 


i. 4 AMBA 4 CMD = 1⁄4 fl oder = 4 BMC + 4 DMA, 
oder weil alle diese Dreiecke gleiche Höhe (0) haben, 
AB+CD=BC-+AD. 37. Durch ein Verfahren 


wie in Aufg. 36 ergiebt sich: AM.CM+BM. DM = d 


aby 
| sin 
38. Indem man g einmal durch a, œ, $ 2 
und dann durch c, y, d ausdrückt, ergiebt sich c+ sin y4 * sin dé 


i. 0% (cos PET — cos CET = Oe sin «4 * sin B4 u. s. W. 
o = 1,9085, y = 11% 1,3', b=3,3982, d — 4,6018. 39. Aus 


man die Gleichung mit oi. sin 


; a ` sin 1⁄4 sin 94 y ; 
der Beziehung (Aufg. 38) DUM wk ergiebt sich 
sin «4 : sin YA 4 
sin JÁ al: [: = tg y gesetzt:] u. s. w., d. i. 
tg — i. = tg (49? — 9) - etg f +z p = 38° 57,1", 

: W. “=5°4,7, a=6950,6'. 40. Wird die gesuchte Seite 


durch æ bezeichnet, so ist die vierte Seite (a + æ — b): nun- 
mehr erhàlt man durch die doppelte Darstellung der Diagonale 
AC aus den Dreiecken ACB und ACD für æ die quadratische 
Gleichung 2? + (a — b) æ + sin dai — ab - sin $4”, und aus dieser 


a —b 2 Vab - sin 4 
ü = — g gg tg M, wenn Man r (ind 
41. Ist nur eine besondere Deutung der quadratischen Gleichung 
in Aufg. 40. 42. Gegeben a, b, «, y: bezeichnet man die 
Seiten DC De DA bezüglich mit æ und y, so hat man 
,  asincg 
Auf, ] 
m á Lé = being 
die Ge eines Tangentenvierecks einander gleich sind, 
so zerfällt dasselbe durch die die beiden anderen Ecken ver- 
bindende Diagonale in zwei congruente Dreiecke.) 


= tg y einführt. 


und y — z— a — b u. s. w (Wenn 


tg « t 
43. Es findet die Beziehung statt ep 8746. 
gung 1874 
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236 Resultate zu S. 101 und S. 102 der Aufg. $929. + 


44. Eine unmittelbare Folgerung aus der Proportion in Aufg. 43. 
45. Aus den Gleichungen ctg «4-]-ctg Bid und ctg£4-- etri 


tabi ale ar Ze ot do. ee d. B) 
ergiebt sich ctg %4 — ctg 74, sin €4 - sin 1⁄4 e IÓ 


arts und (Aufg. 45) 


46. Man hat (Aufg. 41) = e a 


Q | Sinc.siny4 


; es mée? sich „=170°7', p=0,9261. 


ab: Ke kadar 
in ES 
2 20 * cos t 2 8 
47. Die Diagonalen sind y net um und 
sin —5 
KI E 20?-ctg = „008. kie 
2 2 2 
und der Inhalt —————— —————7- 
cos & + cos P rn 

r. sin (æ + b) „ 


48. Die Seiten sind 
cos æ + cos P 


sin (x+ B) - sin (æ-}-y) - sin(æ-}-ð) 
á AS. n har cos æ - cos *cosy-cosÓ ` 


50. etge--ctg 8-1-ctg y-]- etg 0 = DUET EET" Sine) RS" sin (að) 


($ 6, Aufg. 14.) sina - sin P - sin y sin d 
4o?. sin at — a—B . a . 
51. Muse mo AR EN 52. C ege sin f. 


sin & - sin P sin a? + sin 8? ? í 
etwa zu erhalten durch Umformung des Ausdrucks für eine 
Diagonale. 53. Vergl. Aufg. 52. 54. Es ist «+ 8 = 180— e 
und sine, sin f aus Aufg. 52 bestimmbar. 55. Wenn 25s der 
gegebene Umfang und s der Winkel der Gegenseiten ist, so 

4. sin S TB oos E É 
iebt sich 2 Bad E — and 
ergie = (Aufg. 51) so Fra geg un 
«+ 8—180?— s, u. s. w. œ = 14023", 56. Aus der 
Beziehung zwischen 7, o, œ, B in Aufg. 52 ergiebt sich 8 — 82° 47". 
r? . sing? 


Es muss sein QQ < 57. Es ergiebt sich aus der 


1—sin «' 
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$$ 29, 30. ` Resultate zu 8.103 der Aufg. 237 


Gleichung in Aufg. 52, indem man statt sinc und sinf bezüglich 
3; und SN einführt. 58. Zu erhalten durch Berechnung des 
Werthes von ef vermittelst Aufg. 57 durch die Beziehung 
ætt end, 59. Aus 57 und 58 leicht zu erhalten. 


8 30. 


1. Bezeichnet seien die Seiten AB=a, BC —b, CD=c, 
DA=d, die Diagonalen AC —e, BD=f; die Winkel A, D, C, D 
bezüglich durch œ, B, y, ð. Gegeben seien a, b, a, B, y: so 
sind zu bestimmen e und die Winkel (e, a)=8, und (e, b)=a,, 
folglich auch (d, e) — y, und (c, e) — ð, und endlich c und d. 

e sin y, ddp a u E 


piu e AE nð 
|. esinð, Py can p 
PETS ues sin d 


welche Werthe sich auch durch Zerlegung des Vierecks in recht- 
winklige Dreiecke herstellen lassen, und 


2ab sin e sin y-b?sin (æt B)siny— a? sin(B+y)sin æ 
sin d 
Numerisch: e — 19,81, c= 23,234, d — 21,142, fl — 316,21. 
2. Man hat (Aufg. 1) 
2fl. sin (ætBty)=a?sin «sin (B4+y)+0?sin y sin (e4-8)—2 absin a siny 
cos (a y) 


und daraus 
$ „2 t b? t Si $ 2452. = 
sin Ba etg y+0*ctg «.—2 fl. a |reosßfa +0*-2flctga+ctgy)]=2ab, 


d. i. fur die numerische Berechnung : 
27,67 . cos 8 — 17,338 . sin 8 = 24, woraus f = 10? 37,2". 
2a. Aus Aufg. 1 ergiebt sich 
4 fl. sin ð = [2ab — (a? -- b’) cos B] - [cos (æ — y) — cos (œ + y)] 
— a? sin B [sin (a+ y) -|-sin(« — y] — 5? sin $ [sin (x+y) — sin («—y)) 
oder [2ab — (a?+b?) cos]. cos (e— y) — (a?— b?) sin B - sin («x —y)= 
= 4fl. sin ð + 2ab cos (8+8) — (a? + b?) . cos ð. 


Numerisch: 6,5778 - sin (æ — y) + 15,449* cos (@—y) = 16,589, 
woraus œ — y = 14? 8,9' d. h. œ = 102? 4,4”. 


2fl=adsin ætbesin y = 
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238 Resultate zu S. 103 der Aufg. ` § 30. 


3. Gegeben a, b und die Winkel: gesucht f. Es ist 

pupa o y asing? +2 ah ein sing condit Using? 
sin à? 

Direkte Herleitung: Man fálle von Á aus die Lothe AB, auf BC 

und AD, auf DC, so ist AC Durchmesser des dem Dreieck AB,D, 

umschriebenen Kreises u. s. w. Ferner ist 2f] = ef.sin 4, wenn 

Á der Winkel der beiden Diagonalen ist, folglich (vergl. Aufg. 1) 


2 ab sin æ . sin y— a?sin (B4-7) - sin «—0? sin (a) - sin y 


coda ef sin y 
4. Gegeben a, c und die Winkel: Es ist 
a sin œ — c sin d a sin $ — c sin y 
M ee bi ust LU weich 
FE B) ^ dnb P. welche Werthe 


sich einzeln auch durch Zerlegung des Vierecks in rechtwinklige 
Dreiecke darstellen lassen, und 


a? . sin œ sin f — c? . sin y sin ð 
= — BN = 
f! = 4 ABN — 4 CBN 2 sin (« FP) 
5. Gegeben die gleichen Gegenseiten a, 
«+ò „ a—d 


2a cos sin 
; 2 2 T : 
so wird tms tT T des... 
fj sin E): sin (y + a) 
TT 2 sin (a + B) à 


6. Gegeben das Dreieck ABN und zwar AB=a, a, ß und 
ABCD=fI. Es ergiebt sich (Aufg. 4), indem man 
sin y sind —!4 [cos (y—0)— cos (y-]-0)] — 1⁄4 [cos (y—9)—cos(e-- 8)] 
einführt, c?cos(y—0) = 2a? sin æ sin B-]-c?cos(a-]-8) — 4 fl- sin (x+). 
7. Gegeben e, f, Winkel (a,e) = f, (a, f) = d (cf) = Pa 
(c, €)=0,: Man hat a - sin (ð, — 8») =e - sin d, — f : sin ß,. 
und c » sin (0; — bı) = f : sin ð, — e - sin ff,. 

8. Gegeben a, b, c, B, y: 
Es ist d? — (a sin B — c sin y)? + (b — a cos B — c cos y)”, d. h. 
d?=a? --5?-- c? —2bc - cos y-]-2ac : cos (ß-+y)—2ab + cosß; ferner 
d. sina=b . sinß--c : sin (B+y); d- sind—b - siny—a -sin (fy); 
woraus 2 fl — ab - sin 8 + cd - sind = bc» sin y + ad sin æ 

— ab . sin B + bc - sin y — ac:sin (B + y). 
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§ 30. Resultate zu S. 104 der Aufg. 239 ` 


9. Gegeben a, b, c, e, ð; Man projicire b auf d, so ergiebt sich 
d = a cos æ + c cos ð + b cos (b, d) 
— a cos a + c cos ð -- VP? — (c sin ð — a sin æ)?. 

10. Gegeben a, c, e, (a, f)=ð,, (c, f)=8,: Man projicire e auf f, 
so ergiebt sich f = a cos d, + c cos B, — e cos (e, f) 

=a cos 0,-]-c cos B,— Ve? — (a sin d, + c sin Én, 
1l. Gegeben a, b, c, (a, d) —«, (b,c)— y: es ergiebt sich 
d—a cose -- Vf?—(asine)?, wo f>—=b?+ 02 becosy u. s. w. 
12. Gegeben a, b, c, (a, d) = a, (a, b) = B. Man projicire 
b auf d, so ergiebt sich c sin ð = a sin œ — b sin («+ B) und 
d = a cos œ + c cos ð — b cos (a + 8B). ‚13. Gegeben a, b, c, d, 
(a, d) —^: es ist 2 bc cosy =b?+c?— f?, wo f?=a?*+ d*—2ad cosa; 


d D 
ferner ist fl = — + W, wo 


16 J/ ? —16 4? — 4a* d?sin eð + 4ad (a?-- d?— b? — c?) - cos œ und 
16 4/2—— a3— 5*— c*— d*-20? c?-2c?a?42a? b?420? d* 90? P+20 d". 
14. Man construire das Parallelogramm AD C E und verbinde 
B mit E, so sind im Dreieck BAE bekannt a, c und BAE — y, 
folglich BE und A. AEB zu bestimmen, also im Dreieck BEC 
die drei Seiten bekannt und demnach auch A BEC und AEC — à 7 
u. s. w. Es ergiebt sich BE — 2,7827; AEB = 112° 29'; 
BEC = 11% 38,3'; d = 127° 52,0; « —929 1,9'. 15. Man 
ziehe DG || und = a, so dass das Parallelogramm BDGA entsteht, 
und ziehe GC, so sind im Dreieck CAG bekannt AC = e, 
AG =f, GAC — à, folglich zu bestimmen CG und 4 AGC, 
ferner im Dreieck CDG bekannt die drei Seiten, woraus zu 
bestimmen .DGC u. s. w. Es ergiebt sich CG = 10,44; 
AGC= 24?30,2'; CGD —13?13'; DGA—ABD—11?112' u.s. w. 
16. Bezeichnet man die Theile des Winkels æ durch e, und e 
so ergiebt sich zwischen den drei Winkeln œ, æ,, & die Be- 
ziehung: cos æ? Loose? + cos «,? = 1 + 2 cos æ * cos æ,- cos &, 
($ 37, Aufg. 6) und demnach, durch Anwendung des Cosinussatzes: 
a? e (að + e 4 P d? CS 
-parpe.lgig-pesge-.d 
= a? b? (24 b? c? d*-Lc?d* a? -- d*a* He -- a? c* f? -- 
A A SS AS A A 
Auf der linken Seite dieser Gleichung kommen zunáchst die 
.Gegenseitenpaare und die Diagonalen vor, dann alle diejenigen 
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240 Resultate zu S. 104 und S. 105 der Aufg. § 20. 


Combinationen, welche Seiten von Dreiecken sind; auf der 
rechten Seite dagegen treten alle offenen Verbindungen von 
drei aufeinander folgenden Linien auf, so dass alle Combinationen 
von drei in einer Ecke zusammentreffenden Linien ausgeschlossen 
sind. 17. Aus der Gleichung in Aufg. 16 ist die quadratische 
Gleichung, deren Wurzel d? ist, leicht herzustellen: numerisch 
wird dieselbe 9d* — 780 d? = 13530; d. h. x = 4,8972. 
18. Ist d die betreffende Seite und sind 4 und 4, die beiden, 
je aus einer Diagonale und zwei Seiten gebildeten Dreiecke, so 
ergiebt sich: 4 5? d? = 16 (4 — 4, + (e? + f? — a? — e’. 
19. Es ergiebt sich #2 bd=e’+ f?—a?— c?. 19a. ad—-t2(4— 4f). 
AA, sing? sin P - sin fl, sin B,? 
" a? sind? ` á sin æ + sinc, FRI sin æg?“ 
BA, Loth(B,AA, _ 4 ABA, coe, sin(g—8,) — 
CA, — Loth (C, AA) A4 ACA, bb,sin(y—y) 
_ siny» sin y,* sin (8 — B.) ; 
` sin P + sin B,- sin (y, — y) ^ 
BCA und BCA, auf derselben Seite von BC liegen: wenn da- 
gegen diese Dreiecke auf entgegengesetzten Seiten von BC liegen 
und Á, zwischen B und C, so ergiebt sich 
BA,- sin B » sin B,- sin (y + y) = CA, sin y * sin y, sin (8 + B,). 
sin BAA, . Hoy de EB), sin HA. tiny ein (Ø TA) 
` sin CAA, — sinfysin(y--y,) sin CAA — sinf-sin(y +y,) 
oder wenn man über derselben Basis BC zwei Dreiecke er- 
richtet BCA und BCA,, deren Spitzen Á und Á, mit ein- 
ander verbindet und die Winkel A,AB, A,BC, A,CA bezüglich 
durch &,, P 1 Zus und A4, AC, A,BA, A,CB bezüglich durch œs, Ba, Ya 
bezeichnet, so hat man sin «,-sin f, sin y,—— sin Ga sin ß,- sin ya. 
CA, BA, — BA, CA, 
(Vergl. § 33, Aufg. 4). 23. Man hat identisch —^ i Te EE RRE 


sin (y, — %p) „sin (B Lei jT: sin (f, + a) sin (y — œp) 


91. Es ist 


vorausgesetzt dass die Dreiecke 


> 


d. h. 


sin yi sin P sin B, sin y 
folglich wenn man einfuhrt: Su epp. — 410. 1 
sin y - sin fj, 
cos (2a, B—y1) — cos (HY) PS Sin (8— r) — 4 sin (B,— D ew: 
cos (2e, +P 1—y)— cos (vB) * | cos(8— y) — Acos(f.— y) 
: ; „cos (20, + p) __ cos (8 + 11) — 2 cos (B; + 7) 
so ergiebt sich sik agg d SE Weg vef EE GC SC xL | 
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§ 30. Resultate zu S. 105 und S. 106 der Aufg. 241 


24. AB — 1185 m. 25. AB — 181,4 m. 26. Man 


bestimme die Winkel CAD=xw und CBD=y, so hat man 
A Að n Eu sing ^ oeinf _ 
ar there eð qua siny bsin« vue P 
tg STE gn (p — 459) 
folglich tg ite SOR A so u. S. W 
2 sin (p + 45?) Ay 


Numerisch: vc = 84? 9', y — 98? VI, AD — 89m, BD = 798m, 
CD = 1187m. 27. Bei derselben Bezeichnung wie in Aufg. 26 
ist y — & = y, — yı, wenn y, = 60%, y, — 45° die Theile sind 
des Winkels y, ferner Mey. Ü a wu se E 
sing a 

æ = 35°9,8, d = 84? 50,2, AD —341,82m, BD —218m, 
CD — 231,9 m. 28. Die Relation ergiebt sich, wenn man den 
Schnittpunkt der beiden Diagonalen durch L bezeichnet, aus der 
AL.BL.CL-.DL 
BL.CL.DL.AL 
des Sinussatzes. 29. Entweder: man denke sich über 
c, = CD, = 1 ein ähnliches Viereck A,B,C,D, construirt und 
dazu (wie in Aufg. 25) die Gegenseite a, = A,D, berechnet, so 
verhält sich schliesslich die gesuchte Seite CD d. i. e:4—6y:4;- 
Oder: man berechne die Winkel (a, e) = œ, und (a, f) = f, 
vermittelst der Gleichungen & + B, = 7z + Ô, und 


Identitàt : = 1 durch wiederholte Anwendung 


sin Ge sin &, - sin y, - sin ð, j 
Ger eng d REA L Aufg. 2 d endlich er- 
sin fj, sin $, - sin y, sin d, Gere = A) Une SEN et 
À - 1 ` d sin fj, 
giebt sich durch doppelte Anwendung des Sinussatzes — = — —— 
a sind, 


c sin a, 
und === 
d sin Ya 


a, = 399 39, B, =35 21", = — 0,60169, c =71. (In gleicher 


Weise wird die Aufgabe behandelt, wenn eine Diagonale und 
die an der anderen Diagonale liegenden vier Winkel gegeben 
sind, diese Diagonale zu bestimmen). 30. (Vergl. Aufg. 26). 


- c sin c, - sin fj, ; 
, folglich — = fno n Numerisch: 
a Siny,:sin ð, 


Es ergiebt sich f = a *. und I ES ô, , folglich 
a sin d. f sin y 
b — sine,  sina- sin d, sine _ sing: sin d. 
a . siny,  sinÓ,-siny siny siny, sinó, ` 
ausserdem ist «+ 8 = 360° — (8 + ò) u. s. w. 
Hermes, trigon, Aufgaben. 16 
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242 Resultate zu S. 106 der Aufg. 8 20. 
91. Gesetzt DAB =æ, DCB = y, so hat man (vergl. Aufg. 30) 
sing sinc, sin d, 


= . — o ! ARNE TUER fe] ! 
siny siny,-sin "Xanh Q9; 9$ — 53° 37,1, r-=a=81" 28,4, 
ye I ar Ma 


f sin«e-siny, 


— 0,92564, d. h. e = 361. 


sin « __ Sin @, - sin U 
z + u = 360? — (e + B — y, — À), folglich 
2 sin (y, + 2) sin u = cos (y + 2 — u) — cos (y, + 2 + v) oder 
cos (y + z — u) — cos (« + 8 — 9,) = 2 sin e - sin y, «sind, 
sin 09 


33. Wie in Aufg. 32. ergiebt sich ausser v+w=360"—(B+0+4,+y,)» 
cos (v — w + æ) — cos (B + ð + 7) sin fi 
cos (v—w-—y)--eos(B--ó-- e) - sin f, Bir skili 
34. Der Schnittpunkt der beiden Diagonalen sei L, so ergiebt 
= hr ^ — und a, + y, = 180? — ð u. s. w. 
35. Bei gleicher Bezeichnung wie in Aufg 28 ergiebt sich (vergl. 

siny X sine, sin f sind, ` sind, sinf 
SCH sin y, ` sin a, -sinß, dad — sin =" » sin r "Se 
dem y—Y2=Y1=180—«,—f und 0—0,-0,-180?— «— 8, u. s. w. 
Es werden: | pes Af, ,0,——30?, | 42-509, + 8. = 105, 
&4,—:20?, und durch trigonometrische Berechnung: y= 120°0,1', 
EB VA BIÐ d = 49" 59,0. 
36. AL sin B, * sin y, BL sin a, - sind, ` 
CL sin $, «sin, * DL sin $, - sine, 
37. Ist E der Schnittpunkt von AB und CD, F der Schnitt- 
BE: sin &, - sin y 
AE ` sin B - sin ya ’ 
CE sin P - sind, AF gn, sind BF sina siny, 
DE  siny-sinf, DF sina, -siny CF sinf- sino, 
Aus den Beziehungen in Aufg. 36 und 37 ergiebt sich: 
AL CF. BE BL: DE +. CF | 

= 1 ud -r rmp 3. = l. 


CL. BF. AE DL. CE. BF 


38. Bezeichnet man die Winkel BEC=8,, GEF=s, BFA=0,, 
AFE=0,, so hat man nach Aufg. 22 für die beiden über EF 


32. Man hat (Aufg. 30) und 


sich 


punkt von AD und BC, so hat man: 
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$ 30. Resultate zu S. 107 der Aufg. 243 


sin €, - sin 0, - sin fj, 
sin e, - sin Ø, ' sin Pr 7 
. . . . D 
sin & sing e sin f, sin 10 ` 
— = =, und weil 0551008 
sin 0,  sin60,-sinf$, sin 30 


so ergiebt sich 0,= 80°, s = 20°, und demnach s= 409, 
6=1009, folglich endlich im Dreieck LMN, welches durch die 
Diagonalen AC d. i. LN, BD d.i. LM und EF à. i. MN 
gebildet ist, wird Winkel LUN=u=8,+.e=70% und Winkel 
LNM=v=0,—e=60%. Endlich ist noch zu bemerken, dass 
BM _ sing, sind, AN _ sin0,-sin y, EM ` sind, sing, 
DM sinf,-sin0y CN  sine,-sinO9 FM sine sind, 
EN ` sin y, - sin O 
FN sina sing, 
eingeführt werden, so ergiebt sich (vergl. Aufg. 8) 
2 fl — [pv * sin y +4p » sin 8 —åv - sin (at 8)] - à?, d. h. x= 97 
und demnach 4— 97, b=194, c—291. 40. Bezeichnet man 
die Theile des Winkels d BDC—«, ADB=y, so ergiebt sich 
dn - sin y + uv + sine — 4» , und «æ + y = 120°, folglich 
13 + sin «4- 3V3 + cos « = 6, d. h. œ= 39 34,4, y—116? 25,6'. 
41. Bei derselben Bezeichnung wie in Aufg. 40 ergiebt sich 
y3. sin æ + 5 + cos «—32,5, woraus œ = 80? 54,8', y = 39? 5,2”. 
42. Bezeichnung wie in Aufg. 40: Man hat (§ 37, Aufg. 6) 
cos &?-- cos y?-]-cos 0*=1-+2 cos « - cosy. cosd, folglich wenn man 
2 y2 y 2. 2 
Ain SC cose a BCE, —p A Ga 
und 2uv » cosæ durch æ ersetzt: að — (2g? + 2»? — 4?) a? + 
+ (42 + 2u* + 2v* — 3VRu? — 83422»? + u?V?) x= 
— (12 — uy? + u? + (22 — 13). y3 — 4 222933 
d. i. für A:w:v»—=1:2:3 die Gleichung 43—252?--1922—408, 
von welcher zwei Wurzeln einander gleich sind, námlich gleich 6. 
Diesen Wurzeln entspricht die Lösung „= à = 60°, y = 120°. 
(Die der Annahme 4:p:v=3:4:5 entsprechende Gleichung 
að — 134? + 11362 = 1216 hat die reelle Wurzel 54,621, 
welcher eine geometrische Lósung nicht zugehört.) 49. Gesetzt 
Winkel ALB = v, so ergiebt sich durch Gleichsetzung der Aus- 
drücke für cos und cos d: 
(Aw tin, cos 2) (Ay +w —2 Au - cos æ): [w—A44—p (4—44) - cos c] 
= (2+ u^—24Ap .cos 2). (2, +u*+24,p-c08 2) . [u^ —AA "M (4 — 44) . cos e]. 
16* 


errichteten Dreiecke EBF und EDF: T 


39. Wenn a= ła, b= pe, c=ve 


einführt cosy = 
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244 Resultate zu S. 107 und S. 108 der Aufg. §§ 30, 31. 


Die beiden Seiten dieser Gleichung sind nur dadurch unter- 
schieden, dass cos mit entgegengesetzten Zeichen vorkommt: 
es falen darum bei der Reduktion die Glieder mit geraden 
Potenzen von cos x, cos z^ mit eingeschlossen, fort, während 
sich die Glieder mit ungeraden Potenzen von cos 2 verdoppeln, 
so dass sich ergiebt, abgesehen vom Faktor 4w: 

4 222, (4 — 44) (W? — A44) - cosa? +w? (4 — Á)? (p? — 241) » cosa? 
— (A—44) (u?—444) (12+p?) (44?--u?) cosæt(4—4,) (uy? —A44)? - cosa=0. 
Diese Gleichung wird erfüllt, einmal wenn 4=4, ist, d. h. wenn 
das Viereck ein Parallelogramm wird, und dann für u?— 44,—0, 
den Fall eines Vierecks im Kreise, sonst ergiebt sich cos 20 
d. h. ez 90°. 44. Durch Gleichsetzung der Werthe von cos ß 
und cos d ergiebt sich hier, wenn man den Winkel ALB durch æ 
bezeichnet, ehe ein Faktor gehoben wird, die cubische Gleichung: 


Bnp (A — Ay) (s + p) (pi, — Aha) (AR + 447) : cos a? 

— 4 (w^ — p?) (u^ m” — 22447) (4? — Ad, + 4,7) cos a? 

UI) (rm) (744) [Qu 24.) (4,444) Zeg, (1-4)? cos æ 

+ (u—puy?) á + AY! (um? — 494) = 0. 

Hier hebt sich der Faktor Mp, — ÁÁ, weg, der gleich Null 

gesetzt die Bedingung dafür ist, dass das Vieréck ein Kreis- 

sehnenviereck ist (cos $ + cos ð = 0); auch der Faktor p + uy 
làsst sich heben, so dass die Gleichung wird: 

8 py (44) (42—44?). cos 2?—4 (um) (up, +244) (AA), +4,°). cos a? 

—2 (4 — M) D — Á) (m? AA + 2 up (A + 2,)?] - cos a 

+ (u — m) (À + 4? (up, + 424) = 0. 

Die Gleichung wird quadratisch, einmal wenn u=, ist (Aufg. 43), 

dann auch wenn gg + 44, verschwindet, in welchem Falle 

ebenfalls cos x = 0, d. i. x — 90? genügt. Für diese Annahme 

ergiebt sich ausserdem zur Bestimmung des Winkels der beiden 

Diagonalen: 


(u^ —4A4) fe Ah, )-2 uu, (4+ 4) 


(u—m)* 
RS E 1 
cos g?= ET E a @ LA d. h. cos 2x = FA ei 
8 31. 
1809 j u 
l— = * = y 
Les TET wo y ist*), f|.— 1066,2. 2. in2y 


3. "ON a: tg y = b, so t Cya = b sin y, ag =b- en da 
Ca — b: sinBy, ... c — b - sin (k — 1) y. 


o 
*) Die Bezeichnung ist hier dieselbe wie in § 16, nümlich y = = =>, 
wo n die Seitenanzahl des regelmiüssigen Vielecks ist, ferner r als Radius 


des umschriebenen und o als der des eingeschriebenen Kreises. 
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3 31. Resultate zu S. 108 und S. 109 der Aufg. 945 


4. 20r. sin 549. sin 18? — 15,389 r. 
llr-sin5y 
—— o ! en ` BE D 
Du y = ij 16° 21,8', s scu 16,504 » r. 
6. s=2r (sin y + sin 2y + sin 3y +... + sin (n — 1) y, 


$ n —1 
woraus sin Ié, $ = 2 r. os sin a it 


2 2 
4. s=2r (cos y + cos 2 y + cos 3y + . SER AE. 
. (n—1 
woraus sin4-s——2r-sin "DT, cos ar 8. Ge am, = 
so wird s —2r [sin «-- sin («æ+y)+ sin (æ +2y)+...+sin (æ + (n—1) y)], 


TRE 9. Es er- 
giebt sich /—2r - sin æ» sin (œ + $) oder l= 2r-sine-sin (8 — æ), 
jenachdem P auf dem kleineren oder grósseren Bogen AB liegt. 


10. s=2r-sine[sin (y—e)+ sin (2y — &)-- . . + sin((n—1) y —e)], 


woraus sin 1⁄4: $ = 2r -sin æ: sin ED 7. al 27 — a). 11. Esist 


y ="=36” und s=2r (sin y sin 2y+ sin 2y sin 3y+ sin 3y - sin 4y)= 
= r [4 cos y — (cos y + cos 3y + cos 5y + cos Ty) | = 
= TIG (4 sin 729 + sin 189) — 3,4989 r. 


. n A 
woraus sin 1⁄4 + $ = ĉ2r + sin > sin (e + 


12. s=2r (siny-sin2y-+-sin 2y «sin 3y+..+ sin (n—2) y: sin (n-1) y)— 


= y [0 — D sin 2 — sin 2 (n — D 7). 
13 ch cos y — sin ny - eor E 

sin y 
14. cos 2: cos y — r : OG und sin æ : sin y =r : 3 ọ u. s. w; 


22:56? 15', 25 = 116? 6,2". 15. “cos 4: cos. y = rt! Di 


sin æ : sin y = ur :(2À + p) o u. s. w. 16... As, = T . 
k. sin ES 9 
17. Arn = —— An. (Die Grenze von k . sin I für 
sin 2y k 
27 ES "ts 
áð ld nose y IM t dd 
k =oo wird 2y = d. h. An alsdann = SCH Se? 
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246 Resultate zu S. 109 — 8. 112 der Aufg. 8 31. 


cos YA? a? 
18. An == COR Y Á á. 19. r — 0 = 0% - tg 1⁄4, P= 
| 2 „dy 
20. 2a - cos 742. 21. >. T un 22. a, = dm. 0: A 
a-sin 3y ns a. sin (k+ 1) y 
mes ry ^ dame ————, 40. dg m — 
» sin y sin y 
23 EE: „200837 mo 1008 k+Dr 
Sk Eent FIM CENE A c cos y 3 
a. cos 2 y 
24. e = 7 —«(Ya4--2y8. 2. u. 
26. a, — CIE TUB ui ee u.$. w. 29 4,789. - 
cos y cos y 


2 
28. a. = E -Aa 29. 0. — T 008 37,022 7T — 3,6467. 


30. fi = 272. sin y - sin 2y : sin 3y. 

31. 27? . sin2y - sin 3y - sin 4y = 1,0962 rä, n= 9. 32. Es sei 
A Ch, so ist die dritte Seite eine »'* Diagonale, wo entweder 
y — n — (å + u + 3) oder v = u — å 1 ist, und andererseits 
ist entweder n — 4 + w + v + 3 oder unbestimmt > u + 2. 


33. 2v?.sin (4 + 1) y - sin (w + 1) y: sin (v + 1) y. 
94. 27? . int, J- 4, -2)y - sin(4, + 45 + 2) y: Sinti, 4- 44 + 2) y. 


a + D A 4 
gU. M, = m PE ciem d 27, 99 Für ein Stern- 
cos 2y cos 3y 


polygon der ersten Ordnung von n Seiten, von welchem die 
Seite gleich a gegeben ist, ergiebt sich die Seite des inneren 
n-Ecks gleich a. ctg 2y tg y, für ein n-seitiges Sternpolygon 
der zweiten Ordnung ist dieselbe o, etg 3y : tg y. 38. Die Seite 
des innersten Polygons ist a - ctg (k -]- 1) y » tg y, des Sternpolygons 
der ersten Ordnung a:ctg (k + 1) y -tg2 y u.s.w., des Sternpolygons 
der Aer Ordnung a-ctg(k + 1)y-tghy. 39. Es ergiebt sich 
für das Polygon erster Ordnung a, =4- ctg y -tg2y, 


» » » ZWeiter , a, =a-ctgy -tgðy, u. s. Wa 

5» » d kter 99 gr =a. ctg y : tg (k + 1) y. 
40. a, = wo ene 41. Die Schnittpunkte über B hinaus 
mögen der Reihe nach bezeichnet werden durch B,, B,, ..., 


die über A hinaus durch A,, 42, . . ., so hat man 
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§ 31. Resultate zu S. 112 und 8. 113 der Aufg. 941 


Bn. un —Á Bin a «sin 2y » sin 3y > sin 2y 


sin 4y sin y - sin 4y + sin6y ` 
A e a: su ar - sinde gin 27 = P á sin ð 
sin y sin 6y - sin 8y sin 4y 


AB , 4-sin3y- sin4y ap = 2: sin 4y sin 57 
à sin y * sin 6y 37 siny-sin8y 


a sin2y o, sin 8y 
B = r BB, rÐ, 
5 2 siny - cos3y ` IT Zenn, cos4y ” 
NB, DEER A,D, =a - ctg y - tg 2y, 


2 siny - cos 5y ` 
A.B, Er D SC A,B, = a - ctg y * tg 4y, . . (Aufg. 39). 


na? - cos 3y na? - cos (k+1) y 
4 posed dol S dy Mr disp reg 
NDA TAS pug o, Moe uw Dr 
cos y cos 2y cos ky 2 sin y + cos ky 


47. Bezeichnet man den Umfang des durch die äusseren Ecken 
bestimmten Vielecks V durch 25, so ist fl=s-r,, oder wenn 
man den Umfang des durch die inneren Ecken bestimmten 
regelmässigen Vielecks durch 28, und den Radius des durch die 
äusseren Ecken gehenden Kreises dureh v bezeichnet, so wird 


such fl—5,.r. 48, pe 49. Es ergiebt sich 
fl= PET (a ER o +æ), wo y der halbe Centriwinkel 
des regelmässigen n-Ecks ist; dieser Ausdruck gestattet auch die 
Umformung: | f| — A + m + B, wenn A, bezüglich B den 
Inhalt eines regelmässigen n-Ecks mit den Seiten a, bezüglich 


b bedeutet. Führt man weiter ein c?— a? + 2ab cos y 02, 
wo also c eine erste Diagonale des halbregelmássigen 27-Ecks 


cos y 


ist, so ergiebt sich weiter r= 50. n 9*4. etg y? sin 3 æ. cosa. 


c 

2 sin y 
AB yr DIM, á 

51. Ist der zum Bogen — gehörige Peripheriewinkel gleich y 


und sind die Schnittpunkte der Linie AP,„_ı durch BP,, BP,. 
c. sin (n— Dy 


bezeichnet durch €,, €,..., so ergiebt sich AP, Ass 
sin ny 
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248 Resultate zu S. 114 der Aufg. $ 31. 
P reta c.siny — C-sin y? — C-siny? 
e 1 sin2ry" * ? sin2y-sin3y 2% sindy-sindy ` `” 


C. sin y? 


cba in (n — 0) y-sinny' 


52. Die Schnittpunkte seien 


D,, D,,..: man hat AP, A = CS N Br und AD, = d = E 
sin ny sin 3y 
D.D, — “Sin y: sin 2y | C-sin y «sin 2y 
IT gin3y-sin4y”? ^? * — sin4y.sin 5y ’ 
c- sin y-sin2y i : 
n— t AMA Lo MR r «I SØ, YA O TI . h tt 
Dr—1Pn-2 ae bd Dy 53. Die Schnittpunkte 
„sin K 
seien Ki, Ka, o , so ist AP, — COY und 
sin ny 
c-sin y c. sin y -sin (n — k) y 
Md Me eae kar b e E 
Aer sin E Dy “—sin(n—k+1) y sin (n—k+2) y 
„sin y - sin (n — k) y 
Lira SE y - sin (n—k-- 3) y 
— c.sin my Se c-siny —— 
Be Alla sin ny ` A E Dz' 
K.K,= c-sin 2y - sin (n — k) y _ €. Sin än, sin (n — k) y 


sin (n—k--1)y-sin (n—k43)y' ° 9 sin(n-k+3)y-sin (n—k+6)y" 
55. An PQ als gemeinschaftlichen Schenkel lege man die Winkel 
APQ — o, BPQ— 8, CPQ—y, ... wo etwa a<ß<y<.. 
sein mag und in Q den Winkel q, auf dessen Schenkel als 
Schnittpunkte mit AP, BP, CP, . . die Punkte 4,, Bi, Ci; .. 
gelten sollen, so sind, abgesehen vom Faktor PQ . sing, 
QA,, A,D,, B,C,, . . die Glieder der Reihe und ihre Summe 


PQ -sin d Í 
ist QD EQ also wenn man auch hier vom Faktor 
í : sin d 

PQ * sin Ø absieht, sin g- sin (ð F y) (Vergl. § dy Aufg. 34.) 

2 a? Ze Géi 
56. ues 3 (1 — «os ÍS. oog Í 

3 

Ps 2 

MEA (n — 1)a sin — ios „a D 
i (n—1) æ? n— 2 
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§ 32. Resultate zu S. 114 — S. 117 der Aufg. 949 


§ 32. 
AB ` PAPE 


d Cen a AE u. S. W. 2. Zum Beweise sind für 


AB, AC u. s. w. nur die Ausdrücke aus Aufg. 1 einzusetzen. 


3. Es ist : yc Mp 
für die Punktepaare A, B und C, D. So 55 Se Zen, 
AB CB _ sin (AB) sin (CB) 
o "AD CD sin (AD) sin (CDY 
. AB DB sin(4B) sin(DB) 
inis 3 Send Sek, "AC DC ~ sin (4C) , sin(DCY 
sin (4C) — sin (BC) _ sin (AC) - sin (BD) SUME: 
` sin(AD) ` sin (BD) ` sin (AD) - sin (BC) 
sin (4C) _ sin sin (BC) C) 
sin(4D) sin (BD) 
sin (AC) + sin (AD) sin (BC) + sin (BD) . . : 
"wett sin (AD) sin (BC) t up Miserere 
Halbirungslinie des Winkels APB, so dass sich etwa ergiebt 
Winkel (4C) = (AH) — (CH), (BC) = (BH) + (CH), 

(AD) — (AH) -- (DH), (BD)—(BH)— (DH), und 
führt man statt der Summen und Differenzen der Sinus die 
Produkte ein, so ergiebt sich, weil (AH) — (BH) ist: 
tg (AH)? = tg (BH? = sin (CH) — sin (DH). 6. Weil AC=BC 
sin (AD) sin (AC) 

sin (BD) ` sin (B C)` 


; : D 
Y. Hier wird die Grenze von An el l, folglich (Aufg. 2) 


an 33 » A, C und B, D. 


9. Aus der Gleichung (Aufg. 4) ergiebt 


ist, so ergiebt sich (Aufg.2) AD: BD — 


BD 

in(AC) ` sin (BC) sin (ad) sin (bd) 

AC: BO w= BAC). sin(BC) _ sin (bd). 

ge LAN aa > ee TER 

die vier Linien a und b, d und e sind zugeordnet harmonisch. 
INT NET PR: sin (AD) — AC 
9. Siehe Aufg. 8 10. dc sin (BD) — BC 

11. Es wird : BE, Peas ið 

SD- BE 46 AD 


13. Es wird tg (AC) = = tg (BC) und tg us = tg (BD). 
VEH 


250 Resultate zu S. 117 und 8. 118 der Aufg. § 32 


c ry d (+ = a ) 


—b+2acos2a ` cos Zeil 
15 a Ae ab (a+ b) 
` eos 2a (2cos 24— 1) ` (2acos2« + a—b)-(2acos 2a —b) 
CD 2a sin æ.» sin y 
17. TE > 2cos 2«— A. 18. x= ET MISC ae A 


b (a + b). sin æ. sin y 


at a sin P + sin (x+f+y)—bsina-siny ` 
4 sin æ _ sip (8 — u) 
20. Gesetzt: cosP-sin(æ+p) _ Sa ESCH =ctg u, SO wird ctg A sin f - sin ui 
3« 

a ~ cos D 
für ped B wird tg (x + u) —2 tg a. 21. miram 
29, 2a-sin y4- cos (x +74) Já cos (x + 74) , ` et Jor , (e). 

sin « 20 


94. 9 cost = Mer es LC € «o 
an eTa TRA 96. Gesetzt: 


a sin « * sin y 

ig go t m m us 7 P), so wird quia u 
27. E PUE = SER 28. Gesetzt: 
a MEE asin B=4, so wird cos(a+84+22)=c0s («—p)— 24. 


sin œ * sin y sin (e, - Sin y, 


= sin (x+ 8) -sin (8 +y) sin (æ, + B4) sin (8, +y)” 


und zwei ähnliche Relationen. 


0. sin (e + B, + 4) - sin P, — sin Le + 8 +y): scd 


sin e, * sin A sin æ sin Y 


91. Bett man DAE—% und DA ¡E — y, so ergiebt sich 
sing sin«e-siny SC n Å 
sin y ^ sin œ- siny, dnd e do y 190 (e + y ++): 


39 AB À sin œ (A sin (B + y) — sin ß) 
KACD- - sin f (sin (æ + y) — Å sin æ) ` 


u. S. W. 
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§ 32. Resultate zu S. 119 und S. 120 der Aufg. 251 


PB à : , 
. 33. AU ist eine Wurzel der quadratischen Gleichung 
að. sin @-sin (B+y)—2(1—p) : sina * sin 8= p - sin B+ sin (x+). 
34. ctg «= ctg 4 — 2 etg (z+ u); ctg y = ctg w — 2 ctg (A+ u); 
2 ctg B = ctg Á — ctg w: woraus 2 ctg B = ctg a — ctg y. 
35. ctga=d-cetgA—(d+1)-ctg(A+u), Ó-ctgy =ctem—(d+1) ctg (å+p), 
(ð + 1) etg y = ð * ctg Á — ctg w; woraus zwischen den Winkeln 
a, B, y die Beziehung: ctg œ = (ð + 1) etg 8 + ô- etg y. 
36 sin B _ | (sin œ » sin(B -]- y). sin 2 sinæ:sin (e47) , va 
` sin C sin B - sin(e-]- y)' sin D sinß-sin(®+y) ` 
91. Es ergiebt sich: ctg B?-- etg B[etgy+etg(ß+y)+4 (etg y—etg (B--y)] 
= etg e. ctg y — etg y -ctg (8 + y) — 2 etg æ -ctg (8 + y), woraus 
o gin P sin($+2y) V siny-sin(@+ß+y 
EEN = sin P HP PRATO e N 
38. Beweis (nach Steiner). Es ist 
AB + BC — AC und AD — AB + BD, woraus 
durch Multiplication 
AB. AD + BC. AD — AC. AB + AC. BD, 
d. h. AB (AD — AC) + BC. AD = AC. BD, 
weil AD — AC— CD, die zu erweisende Relation, vermittelst Aufg. 2. 
39. Man hat zu setzen: 
(BD) = 4, (AB) =a, (BC) = f, bezüglich 
(BD) — 74, (AB) = a, (CD) = B, bezüglich 
(AD) = 74, (AC) = a, (AB) = f, bezüglich 
(AD) = 74, (AB) = a, (CD) = f. 
40. Man legt die Winkel oe B, y oder œ + 7%, B + 24, y + 74 
mit gemeinschaftlichem Scheitelpunkt als anstossende Winkel an 


einander und eine gerade Linie durch ihr System, so folgt die 
Richtigkeit der Beziehungen unmittelbar aus Aufg. 38. 


41. Multiplicirt man die Gleichung in Aufg. 38 mit 4r?, so ergiebt 
sich, weil 27 multiplicirt mit dem Sinus eines Peripheriewinkels 
gleich der gegenüberliegenden Sehne ist: 
AB . CD + AD. BC = AC. BD, 

der Ptolemäische Satz. 42. Man multiplieirt die Gleichung in 
Aufg. 38 mit V PA. PB. PC. PD u.s. w. 43. Die Richtigkeit ergiebt 
sich unmittelbar aus der Gleichheit der Sinus der Peripheriewinkel 
über demselben Bogen. Jedes der drei Doppelverháltnisse ( Aufg. 3), 
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252 Resultate zu S. 120 — S. 122 der Aufg. §§ 32, 83. 


z. B BC. AC 
oro ME" EA 
sin BPC ` sin APC ` sin BP,C sin AP,C 
sin BPD ` sin APD ` sin BP,D' sin AP,D” 
liebige Punkte sind der durch Á, B, C, D gehenden Peripherie. 


wo P und P, be- 


§ 33. 


1. Man bilde die Verháltnisse der Abschnitte der einzelnen 
Dreiecksseiten: etwa wie folgt: BA,: AA, = sin B.A A, : sin 8 
und AA, : CA,—siny : sin C A4,, woraus C CIA ded 
u. s. w.*), so ergiebt sich durch Multiplication die aufgestellte 
Gleichung. - 2. Es ergiebt sich für die von demselben Eckpunkte 
AB, sin C, 
AC, sin B, 
9. Entweder dureh doppelte Anwendung des Satzes I zu 
erweisen, etwa wie folgt: Man hat 


ausgehenden Seitenabschnitte 


dE Mé) 


BC. ACi AP 
B # a [M e 
4 BAA, transv. PCC,**), folglich BG AP.AC T ==], 
., CB. AB,. AP 
und 4 CAA, transv. PBB,, folglich CB,-AP.AB . ez 16 


und hieraus durch Division die aufgestellte Gleichung: oder, 
durch Vermittelung des Satzes in Aufg. 1, darzuthun als Folgerung 
des Satzes in Aufg. 4. 4. Es ergiebt sich für die in demselben 


sin PAB PB 
Eckpunkt bild i I — = —— Us w.* 
ekpunkte gebildeten Winkel sin PAC po "^V ) 
5. Indirekt zu erweisen. 6. Sind A4,, BB,, CC, die Hóhen des 
Dreiecks ABC, so ergiebt sich E died Sch 


7. Man bezeichne durch A, B,, C, die Schnittpunkte der 
Halbirungslinien der Innenwinkel, durch A,, B,, C, die der 


*) Die weiteren analogen Beziehungen erhält man durch cyklische 
Permutation der Buchstaben A, B, C. 


**) Dreieck und Transversale sind hier, und späterhin in ähnlichen 
Fällen, so zusammengestellt, dass jeder Eckpunkt des ersteren und der 
Schnittpunkt der letzteren mit der Gegenseite dieselbe Stelle einnehmen: 
es liegt P auf AA,, C auf A,B, C, auf BA. 
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lässt sich nämlich unmittelbar schreiben 


— 


§ 33. Resultate zu 8.122 und S. 123 der Aufg. 253 


Halbirungslinien der Aussenwinkel mit den Gegenseiten, so 
ergiebt sich die Richtigkeit sammtlicher Behauptungen unmittel- 
bar aus Aufg. 1. 8. Sind A,, B,, C, die Berührungspunkte des 
A 
AC, == La 58. 6d 
ähnlich die Lösung von Aufg. 8b. 9. Ist A, der Schnittpunkt 
der Tangenten in den Punkten B, C, und A, der Schnittpunkt 
der Verbindungslinie 4A, mit der Seite B C, so hat man 
BA, — siny? 
CA, — sin f? 
des Satzes in Aufg. 9, bezogen auf das eingeschriebene Dreieck. 
10. Liegt P etwa auf dem Bogen AC, so dass Winkel PAC=0, 
PCA-— s, also ð + s= ĝ ist, so ergiebt sich: 

AB, — cos d BC, «coss | CA, — — cos (y+ ë) 
AC, — cos(u-]-ó)' BA cosd” CB, ^ coss 

wo die oberen und die unteren Vorzeichen zusammengehóren 
und: «--ó--r;--5—180?, so dass die Produkte der Wechsel- 
abschnitte einander gleich sind. 11. Ist AB die Hypotenuse 
und C also der rechte Winkel, so ergiebt sich für die Schnitt- 
BA, sina CB sine AC, sinf? 


CA, sing” AB, ` sin f! BO, sina? 
woraus die Richtigkeit des Satzes nach Aufg. 5 folgt. 


12. Sind A,, B,, C, die Schnittpunkte von AG mit BC, BE mit CA 


BA, _ BG since 
G . 
und CP mit AB, so ergiebt sich —— FT Pino r 
CB, CB sina 


AB; ^ AE eg: folglich naeh Satz II (Aufg. 3) 


inneren Berührungskreises, so ergiebt sich 


u. S. w.; es folgt hieraus ein anderer Beweis 


punkte A,, Bi, C;: 


———, ebenso 


AC, sin A sin ACP AC, . sin æ q 

BO ` PL nunmehr hat man - sin DCP BC, sin 8 8^ folglich 
j^ 

= BCP Em 13. Ist AB die zu theilende Seite des Dreiecks ABC, 


so errichtet man über AC und BC die Rhomben ACDE und BCFG, 
in denen ein Winkel der Nebenwinkel von C ist, und verbinde 
den Schnittpunkt P der Verbindungslinien AG und BE mit C, so 
theilt PC die Seite AB in dem verlangten Verháltniss (Aufg. 12). 
sin PB sin PCB 


14. Es PRA a. PORC (Folgerung aus Aufg. 3 und 1.) 
a-sin PBC o, sin PBC o. sin PCB 
‚M EE d EE sin PCB. 
Ti. Man hat HS a PO 
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254 Resultate zu S. 123 und S. 124 der Aufg. § 33. 


16. Für EC und FB "RS sich dieselben Ausdrücke wie in 
F sin PCB sin PBA A 
Aufg. 15, folglich wird —— "WC b POA: An PRO Pu 
sin PCB-sinPBA sin PAB 
sin PCA.sin PBC — sin PAC 
bare Folgerung aus Aufgabe 16. 18. Man hat, weil Dreieck 
AB,- BC,- CA 


wo 


nach Aufg. 3 ist. 17. Unmittel- 


. AB. Ho UA, ` : 
ABC transv. A,B,C, : AC, BA, CB, =1, und weil A4,, BB,, CC, 
À AB, e BC, $ CA, ". . . 
durch denselben Punkt gehen: "AC, . BA, CB, E l, folglich ist 
BC BC, ial ; 
P 0! 19. Die Punkte seien L, M, N und der zu N 


conjugirte harmonische Punkt zu bestimmen: Man ziehe durch L 
und M zwei sich in P durchschneidende gerade Linien, ferner 
durch N eine Transversale, welche LP in M, und MP in L, 
durchschneiden mag, verbinde LL, und MM, und deren Schnitt- 
punkt P, mit P, so wird LMN durch PP, in dem zu N con- 
jugirten Punkte N, durchschnitten. 20. Die gegebenen Linien 
seien PL, PM, PN und der zu PN conjugirte harmonische 
Strahl zu construiren: man lege durch die gegebenen Linien die 
Transversale LMN und verfahre wie in Aufg. 19, so ist PP, 
der gesuchte Strahl. 21. Die Seiten des Vierseits seien ABE, 
BCF, CDE, DAF und die drei Diagonalen ACLM, BDLN, EFMN, 
so sind nach dem Satze in Aufg. 18 M und N conjugirt harmonisch 
in Beziehung auf F und E, weil das Dreieck EAF durchschnitten 
ist von der Transversale DNB und dann ED, FB und AM durch 
denselben Punkt € gehen, ebenso sind L und M conjugirt harmonisch 
in Beziehung auf Á und C, weil das Dreieck ABC durchschnitten ist 
von der Transversale FME und dann EC, FA und BL durch 
denselben Punkt D gehen: und ebenso ist der Beweis für die 
Punkte L,N und B,D zu führen. 22. Man hat nach Satz II, 
Aufg. 3, wenn A, der Schnittpunkt ist der Linien 4,4, und BC, 
B, der von BA, und CA,, C, der von CA, und BA,, 


BA, A,B, . BC, 
ds = 75.40, und wenn die Winkel an BC in den beiden 
Dreiecken BCA, áð BCA,, welche beide auf derselben Seite 
von BC liegen mögen, durch ß,, y, und f, y; bezeichnet werden, 
A.B, 8 sin y - sin (85 — Bs) LM = sin B5 sin (y — 71) 
WEE mE een nat SA Fr F ánh 
CB, sin æ,- sin B, BC, sin c, - Sin y, 
BA, — sin y, - sin y, sin (B4 — Pi) 

CA, sin ß, - sin Ba, sin (yy — Y1) 
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§ 33. Resultate zu S. 124 und S. 125 der Aufg. 255 


23. Bei ähnlicher Bezeichnung wie in Aufg. 22 ergiebt sich 


sin B, - sin (84 — B4) sin y, sin (73 — 71) 
E UU LET TITInE —.07—.— i 7 . AD 
sin fg- sin (8, — 8,) sin yg: sin (yy — 71) mb os 


sind die drei Dreiecke AED, AD,D und AGD errichtet, demnach 
ist nach Aufg. 28 zu beweisen, dass 

sin GAD.sin EAD, — sin GDA: sin EDD, | 
sin EAD . sin GAD, sin EDA. sin GDD, ` 
GAD — (CDC, —) EDD, — y EAD = GDD,(— a + DAD,). 
EAD,— (BAA, =) GDA = « "^ GAD,— EDA (=y + ADD,). 
25. Nach Aufg. 21 ist D,, der Schnittpunkt der Seite ADF mit 
der Diagonale EGB,D, (Aufg. 24), conjugirt harmonisch*) zu F 
in Beziehung auf AD, also auf AD bei veränderter Lage der 
Secante FCB um F ein fester Punkt; ebenso ist die Lage von 
D,, als Schnittpunkt der Tangenten in D und A, bestimmt durch 
die einzige Secante FDA, folglich auch die Linie D,D, ihrer 
Lage nach vollkommen bestimmt durch die eine Secante FDA, 
also unabhàngig von der Lage der zweiten Secante FCB um 
F als festen Punkt, welche ebenfalls durch B,D, harmonisch 
getheilt wird. Anmerkung. Wenn F ausserhalb des Kreises 
liegt, so ist die Polare zugleich die Berührungssehne. 26.**) Ist 
von P aus die Tangente zu zeichnen, so zieht man durch P 
zwei Secanten durch den Kreis PAB und PCD, so schneidet 
die Verbindungslinie der Schnittpunkte (AD, BC) und (AC, BD) 
als Polare des Punktes P den Kreis in den Berührungspunkten. 
27.**) Ist P der Punkt des Kreises, so zieht man durch P eine 
beliebige gerade Linie und construirt zu dieser nach Aufg. 29 den Pol, 
so ist dieser ein Punkt der gesuchten Tangente. 28.**) Construction 
wie in Aufg. 26. 29.**) Der Pol einer Linie ist der Schnittpunkt der 
Polaren zweier beliebigen Punkte der Linie. 30. Es ergiebt sich: 


AB, ^ rds sin Ga mra AC LL AY. sin æ, - sin (8, | æ) 
sin (8, + 1; + 2) ” sin (b, + 11 + 2%) ` 


In der That ist 


*) Unmittelbarer Beweis dafür, dass D,, F conjugirt harmonisch sind 
zu D, A: Bei gleicher Bezeichnung wie in Aufg. 24 ergiebt sich 


AD, _ sin e. sin (y + d) 

DD, SÉ S "cy d wo ADD, = DAD, = ð ist; und 
AF AF DF sinACF sin FCD sine sin BCD sinc RE + d) 
DF FO FO sinCAF sin FDC sin y sin ADO” siny sin (y + JY 


**) Die Construktion ist dieselbe, wenn an Stelle des Kreises ein 
beliebiger Kegelschnitt tritt. 
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BC LM sin B,-sin (Be) BA, = 2r- sin ß,-sin(y,—+ P») 
" sin (y, + a, + 262) ` sin (r; + e, +28») i 
CA |. 2r sin yə: sin ($, — ya) B _ 2r. sin y, : sin (a, — 72) 
*  sin(m + p — 27) ^ sin(æ, + b, — 27) 
AC FJARA sin (B, + yı + æ) sin (y, + %) AB, sin sin (8, + æ) 
r sin (B, + y, + 2) ' AC, sin (y,4- e" 
HÀ as 2r sin (y, +04 + bə) < sin (æ, +b) BG, sin (y, + b) 
Bu sin (y, + e, + 2 i) ' BA, sin (e, sin (a, + B.) 
CB _ 27 sin (c, À- B, — 7) : sin (81— 72) CA, sin (æ — Ya) 
BE sin (e, + 8, — 27) ' CB, sin (8,— 7) 


„Endlich 

BA, sin A,= BC,- sin (y,+@), CA, sin A, CB, - sin (ß,+ æ), 
CB, sin B, = CA,- sin (4, + 8;), AB,- sin By — AC, - sin (y4-]- Bo), 
AC, sin C,= AD,* sin (8, — yo), BC,:sin €, = B4,: sin (a, — yo), 
Woraus AB, - BC, - CA, — AC, : BA, - CD,. 

31. Die Seiten des dureh die Lothe begrenzten Dreiecks ver- 
halten sich zu den entsprechenden Seiten des gegebenen Dreiecks 
wie a+ 04? + c,? — (a5? + bx” + c,?) zu dem vierfachen Inhalt 
des gegebenen Dreiecks. (Es ergiebt sich hieraus, dass das 
durch die Lothe gebildete Dreieck sich weder in Form noch 
Grósse veründert, wenn die durch die Fusspunkte der Lothe auf 
den Seiten gebildeten Abschnitte auf jeder derselben mit ein- 
ander vertauscht werden.) 32. Sind die Fusspunkte A, B,, C,, 
só hat man BC? + CA,? + AB? = CB? + AC? + BA: ent- 
weder dakzugtellen als unmittelbare Fa zu Aufg. 31, oder 
durch die Umformung: PB?— PC*=c,? PC?— PA=a,’—c,?, 
PA? — PB? = b, — a4? (vergl. Kg: 31), wenn P der gemein- 
schaftliche Punkt der drei Lothe ist. 33. Folgerung aus 32. 
94. Folgerung aus 32, weil AB, = AC, u. s. w. 35. Bei der- 
selben Bezeichnung wie in Aufg. 32 ergiebt sich, wenn die 
Radien der um A, B, C beschriebenen Kreise sind 7,, Ya, 73 

BA, — CA? = r? — 17, CB? — AB P =r? — rá, 

AC? — BC? = A — ra, so dass die Bedingung von Aufg. 32 
erfüllt ist. 96. Sind die Fusspunkte der Lothe bezüglich 
A,, B,, Cj, so hat man A€,? — BC? =a, — by, U. s. W. 
(Durch die Figur ist das Netz eines Tetraeders dargestellt, und 
der Schnittpunkt der von der gemeinschaftlichen Spitze D der 


www.rcin.org.pl 


§ 33. Resultate zu S. 126 und S. 127 der Aufg. 257 


drei Seitendreiecke auf die Grundkanten des Tetraeders gefallten 
und weiterhin auf diesen innerhalb der Grundflache errichteten 
Lothe der Fusspunkt des von D auf die Grundfláche ABC des 
Tetraeders gefállten Lothes, d. h. der Fusspunkt der zu D gehórigen 
Höhe des Tetraeders). 37. P, wird der Schnittpunkt der Hóhen 
des Dreiecks ABC. Anmerkung. Nimmt man die der Aufg. 37 
entsprechende Figur als Netz eines Tetraeders, so durchschneiden 
sieh die vier Hóhen desselben in einem und demselben Punkte. 
38. P, liegt auf derselben Geraden mit dem Mittelpunkt M, des 
dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises und dem Hohenschnitt- 
punkt H, dieses Dreiecks und zwar so dass M, sich in der 


bB, C, Ken Kg 
a — w-4-4À f 
; werden bei der Theilung 4 und d 


Mitte von P, und H, befindet*). 39. 


1 + cos a. cos B + cos y 
sin œ. sin P -sin y 
vertauscht, so ändert sich die Grösse des Dreiecks A¿B,C, nicht. 
(Vergl. Aufg. 31). 40. Nennt man die Eckpunkte des nunmehr 
durch die Lothe gebildeten Dreiecks A,*, BA, C,!, so ergiebt sich 
BC. B, 1C, — f?.c*, wo f dieselbe Bedeutung hat wie in Aufg. 39. 

sin B.siny-cosæ  bc-cose — b p e—a? 
414 PESTO: 20 E 

sin & a 2a 
42. a=sin À [l. etg À+ m : ctg (1 = p) 2 + etg (1 — »)] u. s. w. 
oder wenn gesetzt wird 
l. cos (u + v — 2) - m + eos (v-]- 4A— p) H- n * eos (4+ u — ») —X 
2 d 
D "Se (w — Á) sin (v— A)’ ins sin (v — w) * sin.(4 — u)’ 
2 2? 

"ein (4— v) -sin(u — v)” deg sin (w — ») sin (v —4)-sin(A — u) 
43. Es ist X (Aufg. 42) zu ersetzen durch A,sina=h, -sinß=h, - sin y, 
also gleich dem halben Umfange des Fusspunktsdreiecks für das 
Dreieck ABC. (Vergl. $ 27, Aufg. 24). 44. 30 (Aufg. 42). 
49. CA,— =E 8. Wu DA TN u. 8. W. 
AB, : BC,-CA, — sin œ, - sin B, - sin ya 
AC BA. CH, sina, - sinf,» sin y, ` 


wo f= 


u.s. w 


€ * sin Ga 


46. Es ist 


*) Es folgt daraus der Satz: Wenn die Gegenkanten eines 
Tetraeders einander gleich sind, so ist der Mittelpunkt der 
umschriebenen Kugel zugleich der Mittelpunkt des durch die . 
vier Höhen des Tetraeders bestimmten Hy perboloids. 

Hermes, trigon. Aufgaben. 17 
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ee ere i . 48. Gesetzt: 

sin œ, - sin f, - sin ya ! 

cos Á, -sin (B, ++ 7,) + cos B,- sin (y; Fæ) + cos C, - sin(e,-1-8,)— L, 

80 wird a Lacs i ua qe Mis s aie 
° sin B, sin C, 0 sin Cg - sin Á, d sin A, - sin D. 


y 
49. Es ist L==» wo 2, der halbe Umfang ist des Fuss- 


punktsdreiecks für A,B,C, und r der Radius des dem Dreieck 


50 4d,  sinf,-sin í Ms 
WE Á 77 Sin B, : sin €, 
51 4, a sin e, + sin $, sin y, + sin œ, - sin f, - sin y, 
sin A, sin B, + sin €, 
42. sine, - sin B, - sin y, + sine, - sin f - sin y, = O. 


ABC umschriebenen Kreises. S. W. 


$ 34. 
1. BA: CA, =ccos y: b cosp = sin 2y : sin 28 u. s. w. 
cos P + cosy - 4 


D ET s. 
gin AA A (Ure ON LT u. S. w. 
241 

=— ——————————— — - I P 

AP, cos (B — y) - cos (y — a) - cos (& — By d Ber in 
: : AM fi BS Bö d 

halt des Dreiecks ene selbst ` 3. AM cos (8 — y) u. 8. w. 
i dé md BA M ae 


. cos (8 — y)“ cos ($ — y) 
adiac 2r» cosp -cosy — A,H, 

cos ($ — y) cos (B — 7) 
schnittpunkt des Dreiecks ABC ist, u. s.w. Es folgt hieraus die 
Proportion FE mA AH 


wo H, der Höhen- 


CH „Ferner ist 4;B=2r - cosy—D,A—CH, 


*) Es wird dureh diese Proportion eine Eigenschaft der Höhen eines 
Dreiecks bestätigt: nämlich wenn man dieselben über die Gegenseiten 
verlängert um ihren unteren Abschnitt, so liegen die Endpunkte auf der 
Peripherie des umschriebenen Kreises: in.der That ist eine Höhe AA! 
über BC verlängert, so dass A'AU =H, 41, so liegt A! auf dem um- 


schriebenen Kreise und ist demnach Winkel 44114, — ei folglich 


4 AAYA, 00 A414, und demnach 44,: AA, = 44": AA". und 
ARS A S ELATI AUS 
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u. s. w., d. h. die Verbindungslinien der Endpunkte einer Seite 
mit den Endpunkten der zugehórigen Durchmesser des um- 
schriebenen Kreises sind gleich dem oberen Abschnitt der Hóhe 
vom dritten Eckpunkt. 5. Die Halbirungslinien seien A4,, BB,, CC, 


2r-sinß-siny ` h, 


und N der Mittelpunkt, so ist 44, = 8— SERIEM. 
cos PZ coa LE 
B—r 2 2 
AN. E03 
und oar ow u. s. w. 6. AN,—Ar + cosßg- cos y4 u.s. w., 
4T - sin € - cos Pg - cos 1⁄4 AN; MT u^ 
at E con HÀ V ane, shes i aM 
cos — 


z e 
Es folgt hieraus (vergl. Aufg. 5), dass die Punkte N und N, con- 
jugirt harmonisch sind in Beziehung auf die Punkte A und A,. 


9T . si Sui 
ieu Rad iun like: dd CE s 


iT 
AN, = år . sin f£: cos yg, AN, = kh centi 
sin 

Dee t j 
folglich p FR AN, = Ar - cos Bf * sin 7g, 

2^*b 

4T - 008%, + cos Bg + sin 1⁄4 ait 

EH 3 Ææ * Sin j 3 c AM 
JAN, m Ra ooo By , folglich EN T rupe: also 
2 

auch hier ra role 8. Es ist NN, = 4r . sind, 


AN, AN 
NN, = 4r -sinfg, NN, =4r.sinyg; NN = 4r - cos Y, 
NN, = 4r - cos BZ, N,N, = 4r-cosyj. 9. Die Radien aller 
vier Kreise sind einander gleich, námlich gleich dem Durch- 
messer des dem Dreieck ABC selbst umschriebenen Kreises. 
Zu erhalten aus Aufg. 8 durch den Ausdruek des Radius des 
umschriebenen Kreises durch Seite und Gegenwinkel. 10. Nimmt 
man das Fusspunktsdreieck als Fundamentaldreieck , so werden 
der Höhenschnittpunkt und die Eckpunkte des gegebenen Dreiecks 
nunmehr die Mittelpunkte der vier Berührungskreise. 


17% 
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24 - sin % - sin Bg - sin yg wo 4 dert 
VoL didis eoru Mee XR 'In- 


Qu T, cos LA. cos S halt ist des 


11. Es is A,DB,C, — 


2 2 
. 1 * / 
Dröierka ABC :.12, A een 
Spa x —0 Q— 
cos —3— sin ==. sin 75 
sin % - Á sin €. Á 
. Mme ; LG sa VERA 
" ne. 2cos Bg - m we Mes 2 sin &£- ein ` 
KE) cos Y£ - Á 
Na CA ehe e BW. a == ER el : 
á 2 sin 4 - cos % ` havs. MaA QsinBj- eme `" 
4 
14. NN,N, — 2 sin eg - cos BZ - cos 74 u. S. W., 
2 4 
NN; N; = 15. Sind die Berübrungs- 


2sin« - sinßg - sin 7% ` 
punkte 4!, B!, C!, so ergiebt sich AB!C! — 4 . cos %? - tg B4 - tg y; 
u. s. w., A! B! C! —2.4 . sin eg sin Bg - sin yg*). 16. Die Berührungs- 
punkte des Kreises um Na, d. h. des die Seite « von Aussen 
berührenden Kreises seien 4,1, B,', C,!, so ergiebt sich: 
AD, Ca! = 4 . cos ug . ctg B - ctg 1⁄4, 
Bli A =Z: erh sin $g’. ctg yg, CA;!B,! =A - tg eg. ctgBð. sin yg”, 
4,1B,1C,! — 24 . sin % - cos ßg- cos yg**). 
17. o—4r.sinc£.sinB4. sin yg, Qa=4r - sin % . cos Bg .cosyg u.s. w.***). 
18. Die Richtigkeit des Satzes ergiebt sich unmittelbar aus der 
Beziehung der Tangenten der halben Winkel des Dreiecks § 5, 
Aufg. 15. durch Multiplication mit s. 19. Man multiplicire die 


Gleichung aus Aufg. 18 mit = so ergiebt sich der behauptete Satz 
unter Berücksichtigung der Anmerkung zu Aufg. 17. 20. Der zu be- 
weisende Satz ergiebt sich aus der Entwickelung für tg *4--tg /;—tg 7% 
ähnlich der von $ 5, Aufg. 15, durch das gleiche Verfahren wie 
in Aufg. 18 und 19 und für die Annahme y —74. 


*) Folgerung aus Aufg. 14 und 15: A4!B!C': 4 = 4: No Ny Ne 
**) Folgerung aus Aufg. 14 und 16: 4,!B,!C,!: 4 — 4: NN, No 


***) Folgerung aus Aufg. 15 und 17: Bolt, und 


ø D 
» » dispu (up 17: AZ Ba Or = e 


- . 
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N.CN.a ` o EST. 
4BCN . O2sinBé.siny4 ` 2cos« 
u. s. w. 22. Ergiebt sich aus der Aufgabe 21. 28. Folgerung 


21. Es ist r, — =?r-sin«z, 


aus den Aufgaben 5 und 21. 24: A, = taa 5 
4, — 24 : cos æ - cos P - cos y.*) 25. „= Í 


26. o,—2r-cos «-cos B - cosy. Folgerung aus Aufg.26: 4/9: A=0g:r. 
27. Folgerung aus Auto, 27: a?--0?-- c?-]- o? -- o?-41- oj? ]- o? —106 r?. 
28 und 29. Zum Theil Anwendung von Formeln aus $ 5. 
30. Man hat d? = (44 ctg a — 0? + («4 — (s — c)? 

TA A T 1) — aq: etg e FO — a (s — e) + (s — e) 


— 2r0- cosa + o? — (s — b) (s — c) 


4 sin œ? 


=r"—2r0 + o | 4r sin? — —* | 


s—a 
= r?— 9r + o (Ar - sin e£ — a tg 44) = r? — 2 ro. 
91. a. Aehnlich wie Aufg. 30 zu entwickeln. b. Kommt zurück 
y Ge 1 
auf die Formel tg«“2+tg B44tgy4—tg«4-tg B4-tg ys EAS 
(85, Aufg. 15). 32. a. Hi N?=(2rcosf-cosy-4rsin«sin B4sin y4)” 
+ (2 r cos B . sin y — 4r sin «4 cos B4 sin 74)? 


mi LÁRA 16 7?- sin «?-sin yg? 


= 4r? [cos 8?—4 sin «4 cos f sin 14: cos «4 cos y44-4 sin «%2*- sin 47 1—cosB)| 
= 47? [cos 8? — sin æ - cos B - sin y + 8 sin «42? . sin 82? - sin 74?) 
= 472 (8 sin «Z? . sin 84? . sin y? — cos æ + cos B - cosy) —2 og? — 2 roo. 
(Vergl. Aufg. 26). b. Auf ähnliche Weise zu entwickeln. 
33. Folgt unmittelbar aus dem Ausdruck für einen der oberen 
Höhenabschnitte des Dreiecks, z. B. der Höhe ha, AH, —2r cosa, 
d. h. gleich der doppelten Ordinate des Punktes M über der 
Seite a, — 2 MA,, und weil ebenso AM, = 2 A¿M,, so ist 
Dreieck AH,M, co AMM, u. s. w. 34. Im 4 MMN 
ist M,N? = MN? + Y MH? — % MN. MH, - cos M, oder 
wenn man kurz s s, MH mj NH m + setzt: 
M,N?— hj? +H Vn? — Y hy + n: cos M, und im 4 MHN ergiebt sich 
2 h¿n cos M—h,?--n?— m?, so dass MN?— (6 h+ 3 m?— 2 n?), 

*) Zur Vermittelung der Ausdrücke für die verschiedenen Dreiecke 
kann auch die Gleichung dienen: 

cos a? -+ cos 8? + cos y? = 1 — 2 cos « + cos B = cos y ($ 5, Aufg. 32). 


a 
—4r? cos 8? — 16 7? sin «4 cos B sin y4» cos 
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wo noch für Ay, m, n? die Werthe aus Aufg. 30 und 32 ein- 
zusetzen sind. 85. Sind AA, BB, CC, die drei Mittellinien 
und die Winkel im Cyklus 44,B, BB,C, CC,A bezüglich durch 
%o Bo, Yo bezeichnet, so ergiebt sich ctg e + ctg 8, + ctg yo 0, 
sin (8 — y) 
2 sin B - sin y 
die Richtigkeit folgt vermittelst der Beziehung in $ 4, Aufg. 49. 
96. Es ergiebt sich, wenn man dieselbe Bezeichnung wie in 


BA, sin (x, — P)-siny pn n 
CA, . sin(e,d-y).sinB » = 
demnach: (w + v) ctg a, = v. ctg f — p-ctg y, und ähnliche 
Ausdrücke für (v + A). ctg B, und (2 + u). etg zw folglich durch 
Addition (u + v) etg e, + (v + 2)- etg bo + (À + u). etg y, = 0, 
i sinc, sing, sin y, 
vergl. Aufg. 35. 37. Wenn man "AC ar a) eP 
setzt, so ergiebt sich AB,C,: 4=4*:(1+p)0+») us. w. und 
AB, yer 

4 ` (p+v9)EC+ha+n 
fa und fz, y, und y, selbst cyklisch die Theile der Winkel a, B, y, 
so dass d sin æ, = sin ß,, d sin f, — sin y,, da sin y, = sin ay, 


es ist nämlich ctg a, = u. S. W., woraus Sofort 


Aufg. 35, anwendet: 


‚sind der Reihe nach œ, und œ}, 


und ð sin æ, = sin y,, Ô, sin f, = sin ern, `ð, sin y, = siu ß,, 


so A¡B,C, SL 
wird 4. 2 sin e, sin $, sin y, «sin e sin B sin y 


dd, d, (sine, siny+sin ez sin f)-(sin 8, sin «+sin By sin y)-(sin y, sin 8 +sin y, sin) 
oder nach Reduction des Nenners: 

AB Caio. 2 sin æ, sin Da sin y, 

4 sin (B. + 9): sin (y + ß,) - sin (æ + 79) 
(= 2 sin œ} sin B, sin y, 
sin (y + 0) - sin (e + Ba) - sin (B + 75) 

38. Sind Á, und A, Punkte der Seite BC, für welche 
A,A, = 4 -AzA, ist, wo Á positiv oder negativ ist, jenachdem 
A, und A, auf derselben oder auf entgegengesetzten Seiten von 
A, dem Mittelpunkte von BC liegen, so ist 
DBA4— A [BA A,4,— CA,-A4,4,—724,4,— 24: A94,]— 4 (BA,— CA,). 
Diese Beziehung also findet im Besonderen statt, wenn A, und 
4, bezüglich die Fusspunkte der von Á, und Á auf BÚ ge- 
fallten Lothe sind, weil 


dido i MÀ, AA, ` AA ¿== 
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ist; multiplicirt man auf beiden Seiten der gefundenen Gleichung 
mit a= BA, + CA, = BA, + CA,, so ergiebt sich 
BA? — CA? —2(BA? — CAS) — 4 (c? — b», 
ebenso. UB? — AB? = 4 (a? — Ch 
und AC; — BC, = 4 (P — áð), 
folglich durch Addition 
BA? — CA? + CB? — AB} + AC? — BC? — 0, 
nach $ 33, Aufg. 32 die Bedingung, dass die drei Lothe 
4,4, B,B, C,C, durch denselben Punkt P gehen. (Für4—1 
ist P, der Schnittpufkt der drei Höhen, für 4 = Y der Schwer- 
punkt, für Ass 0 der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises). 
39. Vorausgesetzt ist, dass DA,—CAQ--C By—ABQ-ACy— BO, -0. 
Bei gleicher Bezeichnung wie in Aufg. 38 ergiebt sich hier, wo 


A, als ein beliebiger Pankt auf BC in Betracht zu ziehen ist, 


BA, — CA, = BA, — CA¿+ 24,4, = BA,— CA, + 22 + 4,4, = 
(1 — 4) (BA, — Cdo) T À (BA, ge? CA3) 
folglich bei einem Verfahren wie in Aufg. 38: 
BA? — CA; = (1 — A) (BA, — CAS) + 4 (BA? CAD 
= (1 — 4) (BA? — CA, +4 (cd — A 

und so, wie in Aufgabe 38, durch cyklische: Permutation zwei 
fernere Gleichungen, welche zur ersten addirt, vermoge der 
Voraussetzung, die Summe Null ergeben, woraus derselbe Schluss 
wie in Aufg. 38 zu ziehen ist. 40, Die beiden gegebenen 
Linien 4,4, und B,B, mógen sich unter dem Winkel y in O 
schneiden, und es seien die Punkte A, und 4, B, und B, durch 
ihre Entfernungen von O bestimmt, nämlich a, und ge b, und do, 
so sind die Punkte 4; und D; bezüglich bestimmt durch die Langen 
OA, = a, =a, + À (a — a) und OB, — br = b, + 4 (b — 04); 
nunmehr haben die Schnittpunkte P,, P, P, der in A, und B,, 
A, und B,, Ag und Bi errichteten Lothe bezüglich von der 
Linie 4,4, die Entfernung: 

P,A, — I, = b, sin y + (0, cos y, — a) etg y = Li inre ZER 


, 


sin y 
b, — a, cos b, — a, cos 
PA, = l, = MES CET PA =h t E. 


Wird jetzt der Winkel der Linie P,P; mit AO durch q bezeichnet, 
sj "Bát ia iy es Hero BER Buch. IN at nds tri; 
Bp cnm a, — 04 


welcher Ausdruck unabhángig ist von 2, dem Faktor, durch 
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welchen die Lage des Punktes P, bestimmt wird, woraus sich 
ergiebt, dass dieser Punkt auf einer bestimmten durch P, gehen- 
den Linie liegt. Auf dieser Linie befindet sich auch der Punkt P. 
mit welchem Punkte P, zusammenfällt für 4— 1. (Ganz analog 
lásst sich der Beweis führen, wenn an Stelle der in den Punkten 
A und B errichteten Lothe Systeme von parallelen Linien treten). 
41. Eine unmittelbare Folgerung des Satzes in Aufg. 40, weil 


AoA, BB, C,C, 


44% 3. 3 0/6, 


i í : A Po; 
= Å ist; zugleich ergiebt sich pa ^ 


Cap. III. 
8 35. 


1. Dasjenige, in welchem die gegebenen Seiten einen rechten 
Winkel bilden. 2. Der Rhombus. 3. Dasjenige mit recht- 
winkligen Diagonalen. ` 4. Es ist sin æ+ cos s= V1 + sin 2, 
also ein Maximum (V2) für æ= 45°, ein (positives) Minimum 
(0) für z — 1859, ein negatives Maximum für x — 225? u. s. w. 
5. Das halbe Quadrat. 6. Das Quádrat. 7. Für x = 45^. 
8. Das halbe Quadrat. 9. Es ist fl= a? (1 — ducis]. 

2 sin e? 
wenn æ der Winkel ist, den die gleichen Seiten mit den Gegen- 
seiten des Quadrates bilden: das Maximum entspricht dem Werthe 
a = 90%, in welchem Falle das Dreieck das halbe Quadrat wird. 


b 
10. Man setze 7 =!8 9. so erhält der Ausdruck die Form 


arem So md und wird ein Maximum für x + p= 90°, d. i. 
cos Y 
tg =>; dasselbe ergiebt sich aus der Darstellung 


a sin æ + b cos æ = Ya? + b? — (a cos æ — b sin æ)?; der 

Maximalwerth ist Va? +b. 11. Die gesuchte Linie ist, wenn 
sie das Dreieck nicht durchschneiden soll, parallel zur Hypotenuse, 
und wenn sie innerhalb des Dreiecks zu ziehen ist, die Mittellinie 
des Dreiecks, d. i. der Durchmesser des umschriebenen Kreises. 
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12. Die gesuchte Linie ist parallel der Gegenseite oder die 
Mittellinie zu dieser hin; der Maximalwerth bezuglich eine der 
beiden Diagonalen des zu einem Parallelogramm vervollstàndigten 
Dreiecks. 13. Es ist atge-+ betge—2 Ya -- (Ya tg »— V5 etg æ), 
b 
also ein Minimum für atg æ = b ctgæ, d. h. für tg x= Km 
und zwar alsdann gleich 2 Vab. 14. Das Rechteck sei ABCD, 
wo AB=a, AD =b gegeben sind, die gesuchte Linie AEF, 
so dass DE + BF móglichst klein wird: bezeichnet man Winkel 
FAB durch z, so wird für das Minimum BF = DE = Yab und 
FB 


b 
tg s=- T 15. Wie Aufg. 13 zu behandeln; das 


: i b 
Minimum (2 Vab) tritt ein für den Werth Sab 4 
sin y a 


16. Wie Aufg. 14. 17. Der Ausdruck gestattet die Form 
cos 2% 


1 + sin 22 
Minimum (— 1) für =390%. — 18. Der Ausdruck gestattet die 
Form: Y1-|-sin2« -|- a? sin2 z, ist also möglichst gross für 45°. 
MTY 
2 


ist möglichst gross für c = y. 21. Die Summe wird 


, ist also ein Maximum (+1) für æ = 180°, ein 


19. Das Dreieck ist zugleich gleichschenklig. 20. 2sin«4-cos 


d Erd i F 
21 (cos æ + cos y) = 4r cos «4 + cos —; J , also ein Maximum 


ü : 2 sin æ 
fur x= y. 22. Es wird e T 
ein Minimum für æ = y. 23. tg æ- tgy=1— tg s y 


Vergl. Aufg. 22. 24. Die beiden anderen Winkel des Dreiecks 
müssen einander gleich sein. 25. Das Dreieck ist gleichseitig. 


26. Das Dreieck muss gleichschenklig sein in Beziehung auf 
jede Seite als Grundlinie, d. h. gleichseitig. 27. Ist r der 
Radius des Kreises, æ der Winkel beider Tangenten, ABC das 
Dreieck, so ist 2/f/ = r?° (2 ctg 44 + etg 8 + ctg y), also wenn 
man zunáchst « als gegeben annimmt, ein Minimum, wenn 
B = y = 90° — «4 ist; für diese Annahme wird nunmehr 
27? 
(== Leg d. h. ein Minimum für æ — 90, das kleinste Dreieck 
also ein halbes Quadrat mit dem Inhalt 27?, 28. Der Ausdruck 
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gestattet die Form + + 4 cos 2æ + æ + sin 2, wird folglich nach 
Aufg. 10 ein Maximum für tg 2% = 2 a?. 29. Es wird 
fl = d% (sin æ e cos - ein Maximum für æ = 63° 26,1'. 


90. Es ist Y s DE )+ 2 
sin g "dy sin & sin y 


A rape x» sin y 


also ein Minimum für x —3 — «4 und zwar alsdann gleich 
si 


7" 
n ég 


91. Ist o der Radius des eingeschriebenen Kreises, so wird 


1 
Dec Zei Es ^ luy , wenn Z und y zwei Winkel des Vierecks 


und ¿+ y = 180°, ein Maximum für æ — y = 90°, d.h. wenn 
das Viereck ein Quadrat ist. ` 82. Es ist ($ 29, Aufg. 51) 
aa e — c 
3 "008 
fl = 40? - ———————————— —, wenn g ein zweiter Winkel des 
sin æ * sin A 


Vierecks, — sel E 
sin « 
33. Auch hier müssen die beiden anderen Winkel rechte sein. 
34. Es wird (vergl.$ 29, Aufg. 30) 
fl — e? (ctg «4 + etg 84 + etg 74 + ctg yg), 
ty = 180° — DE in Minimum fü oed 


, ein Minimum für z—— 180? 


sin 


1 ) < 
——), ein „Mini für "900, 
Tu 7)» ein Minimum für 


35. is der Umfang gleich 25, so wird f/— s. und 
s = o (tg % - etg % + tg v£-]- ctg 26) ein Minimum für tgv = 1, 
d. h. wenn zwei Winkel des Vierecks rechte sind. 36. Wenn 
sich dem Viereck ein Kreis umschreiben lässt; denn sind die 
Seiten a, b, c, d und die von a und b, bezüglich von c und d 
eingeschlossenen Winkel æ und y, so ist 2fl= ab - sine 4- ed - sin y, 
ausserdem hat man a?--0? — 2 ab - cose — c?-]- d? —2 ed - cos y, 

AR 2 2 2 
d.h. Ei a ed 

2 

und addirt: 4 f/? Kl = a?b? + e? d? — 2abcd : cos (æ + y), ein 


Maximum für æ == 180?: alsdann ergiebt sich 


| IÐA aus RA 
4f? — (ab — cd)! — peche rl ws. W. 84. Es ist 
f! = r% (sin 28 + sin 2y + 2sin 20), wenn B und y die zu den 
parallelen, ð die zu den nicht parallelen Seiten gehörigen 
Peripheriewinkel sind, und es ist ĝ + ô= 90? -+ « und 
y-4-9—90?— a; d. h. es wird f/—27?sin20-cosc?, ein 


=ab-cos2—ced-cosy==k?, quadrirt 
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Maximum (=27? - cosa?) für 0 —45?. Die nicht parallelen Seiten 
sind demnach gleich der Seite des eingeschriebenen Quadrates. 


98. Es ist der halbe Umfang s = 2r +» we = p) see 


tg p cos œ, ein Maximum für d + q = 90? und alsdann 
= 2r . Y1 + cosæ?. 39. Der Inhalt des Rechtecks lässt sich 
^ 


auf die Form bringen 


gu [cos (x — 22) — cosa], wird also 


ein Maximum für z,— c4 und alsdann = 7% tg. 40. Der 


T sin 20) , "EMT i 
halbe Umfang pipes Ale 2 | sin z + sin . cosa | wird 


1 — sin &- cos æ 


ein Maximum für tg 2, = ———3——- und alsdann 
sin æ 
r - : ZK 
= - V1 — sin 2« + sine, Zur Darstellung dieses Werthes 
sin a? 


führt der Ausdruck tg (æ — #)=1 — ctg &, wenn man also 
auf AB den senkrechten Radius AE errichtet, so ist für den 
Maximalwerth des Umfanges die Lánge der in € an den Kreis 
gelegten Tangente zwischen AE und AP gleich r. Die Con- 
struktion ist dadurch gegeben. 41. Bei derselben Bezeichnung 
wie in Aufg. 39 ergiebt sich für æ, ==% das Maximum des 
Inhalts =r?-tg%, was sich auch als unmittelbare Folgerung 
von Aufg. 39 darstellen lässt. 42. Der halbe Umfang wird 


r 
s= [(1— sin æ) sin x + 2sin«£^ - cos], also ein Maximum 
sin «g 


s l — sin « e RER APT a NNUS 
für tg 4, = TY GP und alsdann= mi? sino + 4 sin«4?; 
Zur Construktion stelle man dar tg(t4—z)=2— ctga4, d. h. 
man halbire den Winkel BAC durch AD, ergánze BAD zum 
Quadranten BAE und construire in D die Tangente von der 


Länge 2r zwischen AP und AE. 43. Es sei Winkel CB,4,— y, 
DC,A, =z, so. ist y + 2 — 180? — (8 +y + æ) —0 — ata, 


b, c, + sin B sin y sin œ 1 C NEC. k 
und y Ta Tan h Taan din e. * — — ——— ein Minimum für 
2 sin y sin 2 
«+a d : k 
ne dicar SE , woraus die Construktion sehr einfach. 


44. Man nehme den Winkel APB=0 als gefunden an und 
berechne die Entfernung æ des Punktes P von C, dem Schnitt- 
punkte der gegebenen Linien, aus CA=a und CB — b, und 
treffe dann die Bestimmung, dass die Wurzeln der sich ergebenden 
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quadratischen Gleichung einander gleich werden. 45. Allge- 
meinere Methode der Bestimmung eines Werthes der 
Unbekannten z,, für welchen ein Ausdruck f (2) ein 
Maximum oder Minimum wird: man suche zunächst die- 
jenige zwischen zwei Werthen der Unbekannten æ, etwa æ, und 
Xy, bestehende Beziehung, fur welche f (z,) und f (z,) einander 
gleich sind, und setze dann 2z,— Z, = Zu Hier ergiebt sich: 
a (sin 2, — sin 42) + b - (sin 22, — sin 22;) = 0 

oder a cos EEA 425 * COS Go + t) c08 232 = 0, 

d. h. wenn man # = 8, = 2, setzt: a cos z, + 2b cos 22, = 0, 
woraus 2, zu bestimmen ist. 46. Bezeichnet man durch x den 
Winkel, welchen die Diagonale mit einer Rechtecksseite bildet, 
so ergiebt sich f/=r?(sin2% + 2sinæ), folglich für den Maximal- 
werth (Aufg. 45) cos24,-|-cos z, — 0, d. i. x, = 60°, das 
Sechseck ist also regelmássig. 47. Der Ausdruck gestattet die 


ctgzg `  V1 + coss 
cost cosa Yl—cos æ 


für den Winkel &,, der bestimmt ist durch die Gleichung 
cos z,? + cosa, = 1, d. h. æ, = 51? 45,6'. 48. Dasjenige, für 
welches die halbe Basis gleich ist dem grósseren Abschnitt der 
nach dem goldenen Schnitt getheilten Schenkel. , 49, Es ist 
fl — 2a? + sin æ - cos ag? = a? (sin «-]- 3sin2 œ), also ein Maximum 
(Aufg. 45), wenn cos œ, + cos 22, = O ist, d. h. für œ, = 60°, 
also wenn das Trapez ein halbes regelmássiges Sechseck ist. 
50. Ist æ der Winkel, welchen die Seiten b mit der zweiten 
parallelen Seite bilden, so ist flæb(asinx + %sin2u), folglich 
für das Maximum (Aufg. 45) a cos x, + b cos 2u, = 0, woraus 
sich die grössere der parallelen Seiten als ein Durchmesser des 
dem Trapez umschriebenen Kreises ergiebt. 51. Nach der in 
sin « 
sin f 


oder auch: der Ausdruck gestattet die Umformung 


sin & sin 8 + cos x)? 
Vas — EN 


sin « 
sin $ 
dann der Werth des Ausdrucks Ven (f + æ) - sin (8 — a). 


52. Gegeben PA= r, Winkel PAC sg, PAB = «,, wo 
e, +=, so wird der halbe Umfang des Dreiecks ABC: 


Umformung in , wird also ein Minimum 


Aufg. 45 dargestellten Methode, wenn cos 0, = — 


ist ; 


wird also ein Minimum für cos e, = — , und es wird als- 
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E v—a 
sin s CUR ceo 
zer E 2 ___T-.cós% sinu ` sin 4 de 
ae  — øe. sin (e 4- d) d) — sin ez" 
sin — cos 
2 2 
€,—o ep ur sin d 
Le d gesetzt wird, folglich fur den Minimalwerth cos Auen 
2 sin % 


cos tg 


ui EA ix Es lässt sich leicht nach- 
T eosd — sin c, - sin œ, 
weisen, dass PB, + AB, = PC, + AC, ist, d. h. dass P der 
Berührungspunkt ist desjenigen dem Dreieck AB,C, einge- 
schriebenen Kreises, der die Seite B,C, von Aussen berührt. 
(Geometrische Lösung. Wenn durch B,C, und B,C, vom 
Winkel A Dreiecke von gleichem Umfange abgeschnitten werden, 
so sind nach einem bekannten Satze B,C, und B,C, Tangenten 
desselben dem Winkel Á eingeschriebenen Kreises: im Grenzfall, 
wo B,C, und B,C, in B,C, zusammenfallen, wird B,C, diejenige 
Tangente, für welche P selbst Berührungspunkt ist.) 59. Multiplicirt 
man die beiden Seiten der gegebenen Gleichung mit 47r? und 
führt an Stelle von 2r- sine, 2r + sinf, 27 + sin y, bezüglich 
a, b, c, ein, so wird die Gleichung 
a? + 2ab * cos y + b? = e, 
und aus dieser geht hervor, dass a, b, c, als Seiten ein Dreieck 
bestimmen, in welehem der Gegenwinkel von c, das Supplement 
ist von y. Dieses Dreieck ABC, kann dazu dienen, zu jedem 
Werthe von œ den zugehörigen Werth von ß zu construiren, 
indem f der zu b gehörige Peripheriewinkel in dem Kreise mit 
dem Radius r ist. Trägt man in denselben Kreis y, und y als 
Peripheriewinkel ein, so ist, weil y, >y vorausgesetzt ist, auch 
von den zugehórigen Sehnen c,> c und demnach auch 
«-d- 822r. 
Nunmehr construire man über AB — c, als Seite ausser dem 
Dreieck ABC, noch ein zweites beliebiges Dreieck ABC,, in 
welchem zwei zusammengehörige Winkel œ und $, bezüglich gleich 
C,¡AB und C,BA vorkommen, so ist Winkel €,—180?— (æ+ 8) 
und demnach, weil C, — 180? — y ist: 
ew y. 
Dagegen verhält sich auch hier BC,: AC, = sin «:sin f, und 
weil ebenso BC, : AC, = sin «* : sin f, so auch 
BC, : AC, — BC, : AC , 
demgemäss liegen die Punkte C, und C, auf dem Kreise, der 
die beiden Punkte D und E, durch welche die Basis AB in dem 
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gleichen Verhàltniss sinc: sin $ getheilt wird, zu Endpunkten 

des Durchmessers hat, und zwar wenn E der àussere Theilungs- 

punkt ist, liegt C, dem Punkte E näher als C,, d. h. es ist 
C,E < C,E. 

Die Lósung der gestellten Aufgabe ergiebt sich jetzt leicht aus 


Ws 
einer passenden Darstellung des Werthes von sin 


5 es 
ergiebt sich aus der bekannten Formel: sin = A und 
nach Erweiterung mit 27: i 2 

B M C A 
_?rsina+?2rsinß CB+CA Bezeichnet man die 
EE «— P 
47 cos 3 4r cos à 


Winkel C,AB und C,BA bezüglich durch œ, und f,, wo also 
e, +8, =y ist, so ergiebt sich aus dem Dreieck ABC, durch eine 


CITIES 


einfache Entwickelung ($ 28, Aufg. 1): AB (nur ME 
2 


wo AB —2r-sin y, ist, so 
dass weiter: sin 


bea hi y, * COS 
i 2 cos 74 cos P 


und weil endlich, der oben beschriebenen Figur entsprechend, 
— EC — C 
"hg t= gp omg cos ÉL 
a D, «e — B : ; 
EC, EC, ergeben hat, cos 2 > cos 5 ist, so ist auch 
LATA sin y, 
2 


cos 74 
dipl wird, für die Annahme «—-f erreicht also 


“atg 


sin) 
Werth, und zwar wird alsdann 


: ap i ; Vr Le sin y, 
sin —>— = (sin « — sin f —) oe 


cos 


folglich weil sich 


2, ausser wenn « — f ist, weil alsdann auch 


und demnach auch a +$ seinen kleinsten 


g 36. 


1. Es ist 4—cosz-tg 24, d. i. cosz?— cosz?-- 2? (cosz ]-1) - 0 
für 4 = 0,8 ergiebt sieh. a == 592. VS 2, = 599 ALS: 


cos 4, = 0,2 — y0,19 gehört zu keinem rechtwinkligen Dreieck. 
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2. Gegeben a = Ap und b= ug, so ist ctgy¿= æ eine Wurzel 


der Gleichung a? — (A + p) 2? + (Ap + 1) x æ À + ú. 

3. Gegeben a=40. und b=ug., so ist etgy4— eine Wurzel 
derselben Gleichung wie in Aufg. 2. 4, Gegeben a = Aga, 
b = HA, so ergeben sich zur Bestimmung der Winkel die 
Gleichungen: 


etg «4^ — (4 + 2p) etg %* + (Au + u? + 1) etg 4 = 4, 
tg 64? — (24 +) tg + (1 + Ap +) tg fd = p, 
tg 74 — (å — p) ter” — (Ju —1l)tgy£— 4 — u.  (Aufg. 2). 
9. Gegeben b4+c=4r und g=ur, so ergiebt sich 
sin à? — Á + sina? + (1⁄4 + 2w + u?) sin œ = Au. 
6. Gegeben b— c= Àr und ọ, = ur, so ergiebt sich 
sin œ? + À sin œ? + (1⁄4 — 24 + wW?) sin « = Aq. 

7. Gegeben s=4r und g= ur, so sind die Sinus der Winkel 
des Dreiecks die Wurzeln der Gleichung: 

E e rt a= ik, 
für den besonderen Fall werden die Winkel: 14915', 53? 7,8', 
112° 37,2'. 8. Gegeben s—a=dr und 0, =p", so ergiebt sich 

A? zx 2 
sin eð +4 sin œ? + (EPA) sin ac it. 

9. Die oberen Höhenabschnitte verhalten sich wie die Cosinus 
der Winkel des Dreiecks; es sei x cose =å, «cos B = p, 
æ cos y = Y, so wird die zu erfüllende Gleichung 

a? — (4? +p 4 y?) 2 — 2 Aur. 
Fur den speziellen Fall: 

að — 14s = 12, woraus œ — 159 55,1', y = 49? 10". 
10. Die Lósung kommt mit der von Aufg. 9 überein; für a=l, 
b=2, c—3 ergiebt sich 2r=4,1131. 11. Es.sei x sin «4 —4, 
æ singg = u, æ sinyg =v, so ergiebt sich wie in Aufg. 9: 
— (124 p + »?) 2 = fin, 

12. Es sei æsina=4, wsinf=u, zcosy—v, so ergiebt 
sich aus der Gleichung sine" -]- sin 8? + cosy?— 1 + 2sin «sin f cos y: 

— (12 + p? + »?) « 24uv=0. 
13. Wird der Durchmesser durch æ bezeichnet und sind a, f, y 
die zu den Seiten a, b, c gehörigen Peripheriewinkel, so ergiebt 
sich wie in Aufg. 12: 


a? — (a +l + c?) e + 2abe — 0. 
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14. Bezeichnet man die Basiswinkel durch æ, die übrigen 
Winkel durch y, so ergeben sich die Gleichungen: 
3y + 22 = 3m und sin yg = 3 — cos 2, 
folglich 1 — cosz——cos*4, oder wenn man %4 durch ú bezeichnet: 
cos u? — 3 cosu — 4, deren drei Wurzeln sind: u, = 36°, 
u, = 108%, u, — 1209, d. h. z, — 108°, 2,— 3249, entsprechend 
dem Sternfünfeck. 15. Das Loth sei x und die Differenz d, 
so hat man a — 2 + 3d, b — e + 2d, c — a+ d, h, — » und 
es ergiebt sich die Gleichung: 2? — 24d?z + 48d?, woraus 
gz = h= 5,6946d u. s. w. 16. Es ist 
d + r cos « = a «sin (z — æ) + r - ctg 2 - sin æ 
und wenn man d + r cos œ = e setzt: 
r sin a -ctg24*”—(e+ asin x) -ctg24*+ (2a cosa+r sin æ) ctgzg=e—asin a, 
also für den speziellen Fall: 
etg 24 — (7 + V3) í ctg 24° (6V3 + 1) - ctg 24 = 1 +Y3, 
gesetzt ctg £4 — Y + 2,9187, so wird y? — 13,976 y = 18,753, 
und daraus y, = 4,2841, y, = — 2,6014, y, = — 1,6827 und 
25,2545? 49,5112, — 145? 37,6',. æ= 18? 18,8". 
17. Es ergiebt sich, wenn man wieder d + r cos œ = e setzt: 
rsin æ. tg + (e -asine)tgzZ'—(2acose-—rsin c)tg*4-- ed a sin «— 0. 
Wird d= r = ọ d. h. e = 20 cos «Z^, so wird die Gleichung 
osina-tg24+ (29cosc«4* — a sin æ) tg 24* — (2acos u — p sin æ) tg zé 
+ 20 cos eð + a sin œ = 0 
und lässt sich der Faktor tg 24 + ctg «4 = 0 beseitigen, so dass 


übrig bleibt 
tg 24* — afo tg *4 + 1 + 4% tg «4 — 0), 

welche zugleich zur Losung der Aufgabe dient: das Dreieck 
aufzulösen, von welchem a, œ, o gegeben sind. (Vergl. $ 23, 
Aufg. 14). 18. Es wird in Aufg. 16 d=r=g, und demnach 
e=20.- cos 44”, folglich ist die zur Bestimmung des Neben- 
winkels von B dienende Gleichung: 

Qa Sin a -ctg?/4* — (2 9, cos«4* + a sin æ) ctg &4* 4-2 a cosa, sin x) ctg 24 

= 20, cos 44” — a sin a. 

Eine Wurzel dieser Gleichung ist ctg 24=ctg%f4, d. h. 2=0, 
und nach deren Beseitigung ergiebt sich die quadratische Gleichung: 


1, etg 24 + 1 En eg = Q. 
a a 
welche auch leicht direkt zu erhalten ist. (Vergl.$ 23, Aufg. 15). 
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AB? + BC? — AC? 

BAÐ. BC 

— Åu, cos æ + Á gu, cos 2 — ÁÁ, 

my Di ESA OON = (UE u^ H 24,8 cos æ” 
DC? + DA? — AC? — 

2DC - DA 
(e u? — 2, cos æ + Au cos a — dl, 

Vi? + 9? — 2 Ap cos x + VÀ? + u? + 24 pm cos æ i 


und cos f -+ cos ð — 0; die sich daraus ergebende Gleichung 
ist vom dritten Grade und zwar 


2 um; (A — A,) cos æ? + (w — pl (24, + um) cos æ? 
— 2 up, (A dal cos æ — (w — m) (24, + up) = 0, 


und wenn noch der Faktor 1 — cos 2? gehoben wird: 


D — 4) (A + um) 


19. Es ist TE. 


und cos ð= 


cos A = — 
2 (2 — A4) ut, 
20. Ist d die Halbirungslinie, 4 die Basis und b ein Schenkel, 
d 
so hat man ¿== a EEN © und 


b sin 386 ` $1 „4 cos 4? — 1 Ub 


xm V EE E 


d. i. wenn man — = 2 cos f = < einführt: 


; 
Mc +1)=ayr+2 oder x? + (2 — 22) æ? — 22(2 x + 1) —0; 
also dient zur Bestimmung von æ eine cubische Gleichung. 
Für die besondere Annahme å = 1 ist a=, folglich p=, 


wo mt an Stelle von 2R gesetzt ist, also ist $ der Centri- 
winkel des regelmássigen Siebenecks (vergl. Aufg. 22): 
wenn man statt © einführt 2cos $, so wird die cubische Gleichung: 


8 cos fi + 4 cos 8? — 4 cos 8 — 1 = 0, deren Wurzeln sind 
die Cosinus der Winkel f, "UE EL 7 Ba Tes dez 
cos 51° 25,7', cos 102° 51,4', cos 1549 17,1'. Anmerkung. Für 
A => wird die Gleichung 4 cos $? + 2 cos 8 — 1 = 0, deren 


Hermes, trigon. Aufgaben. 18 
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27 4 | ; 
Wurzeln sind F und SW die Centriwinkel des regelmássigen 


Fünfecks. (Vergl. Aufg. 21.) 21. Man hat für  —7 
cos p + cos 34 = += — (cos 29 + cos 4 p) 
und cos Ó +» cos 39 = + (cos 49 + cos 29) = — 4, 
folglich sind cos und cosðg die Wurzeln der quadratischen 
1 4- ys 
i 


i d AP ee eh GË s 
Gleichung Ú—4u—1=0, und zwar cos 7¿=cos36" = 


und cos S eos 1059 118, 22. Für g= T% hat mar: 


1. cosp+cos3p + REDET TT eege KØ gege 9) 


ferner: 2 cos Ó - cos 5 pf — cos 6 p + cos 4 p= — y — cos 2o, 
2cos ge, cos 3 p = cos 4g + cos 2p = — 4 .— cos 6 y, 
2cos 3 p - cos 5 = cos E cos 2 o 

= cos 6 q + cos 2g = — 4 — cos du, 


folglich durcb Addition und unter Benutzung von Gleichung 1: 
2. cos Óp ' cos 3 p + cos 39 * cos 59 + cos 59 - cos p= — 4; 
endlich 4cos q - voa ig. cos 5 p==— cos 5€ —2cos 6 p - cos 5 p 
=—cosðg — cos11q — cosq 
= — cos 5 p — cos 3 P — cos p=—-4 
AR 5. cos Ø + cos Í P * cos Í P= — +. 


Vermöge der Gleichungen 1—3 stellen sich cos p, cos 34, coshp 
als Wurzeln dar der cubischen Gleichung: 


us — 4u? — tu += 
d..h. . 0,90097 ==cos 25° 428', 0,22252 — cos 77° 84", 
k — 0,62349 = cos 128° 347". 
29. Für q =M, hat man zunächst: 
cos p + cos 9g + cos 5 p + cos 7 p + cos 9 9 + cos 11 p = 
= — (eos2 p + cos 4 q + cos 6 p + cos 8 p + cos 104 + cos 12 p) ; 
ferner setze man: cosq -]-eosb q =2z=— (cos8 o + cos 12 ø), 
cos 8 g + cos 11 o — 5 — — (cos2 q + cos 10 g), 
cos p -]- cos9  — 2 — — (cos4 y + cos6q), 
so hat man 24-34-21 1. 
ferner ist: ij 
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` 


2xy=c0s4p+tcos2p+cos8p+tcos2p+cos12p+cos10p+cos16p+cosbp 


=— + cos2p+cosllp= — 1— y, 
220 = — 4 +cos8p+t+cosl12p=—4—42Z, 
2yz = — 4 + cos 6 ọ + cos 4 9 = — l — z, - 
d, à. ay + zæ + yz=— l; 2. 
endlich 2 


4zyz = eu, z 

= — (cos To- cos Ip) + cos Ip + cos Ip cos tig + cos To 
+ eos 17 p + cos 3 g + cos 19 p + cos p 
d. h. yz — 1. 3. 


Vermöge der Gleichungen 1—3 sind æ, y, z (entsprechend den 
Gaussischen Perioden) die Wurzeln der cubischen Gleichung 


u” — 4u? — u — 4 = 0. 4. 
Die Wurzeln dieser Gleichung seien &,, &, Œz, also etwa 
cos $  eosög = e, = — (cos 8 p + cos 12 y), 
cos 3p + cos 11 p = a, = — (cos 2 p + cos 10 q), 


cos 7p+ cos 9 = «4 = — (eos 4 p + cos 6 p); 

so dienen weiter zur Bestimmung der einzelnen Cosinus die 
Gleichungen : 

2 cos p: cosp =cosbp Lengt — — e, 

2c083 cos 11 p—cos14 9 + cos 8$ —c0s 12 p + cos8 p — — e, 
2c057p+cos9p —cos16 q + cos2 $ — cos 10 p + cos 2  — — a. 
Es sind also cos und cos59, cos3 und cos llo, cos 7 
und cos He bezüglich die Wurzeln der quadratischen Gleichungen : 
u?— a, u— a=, w-—mug,w—«/,2:0, u*— aqu — «,/5—90. 
Numerische Berechnung. Durch Lósung der Gleichung (4) 
ergeben sich: 


«&,— 1,8255, «,— — 0,1310, «, — 0,6886, 
folglich durch Auflósung der drei quadratischen Gleichungen: 
cos p = 0,9109, cos3q = 0,7485, cos 7 q — — 0,1206, 
cos 5 p = 0,8546, cos 11 p = — 0,8855, cos 9 p = — 0,5680. 
24. Für =, hat man zunächst die Echt 

cosp --cos39--eos5 9 4p . . ..-]- cos 15 9 =} 


= — (cos 2 p + cos 4 p + cos 6 p +... + cos 16 y). 


Setzt man nunmehr: 


cos p + cos 9 p + cos 13 p + cos 15 p= 2 
und cos 3p + cos 5 p +cos7p +coslly=y, 
18* 
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so ergiebt sich — z-]-y — $ und durch Multiplication beider 
Gleichungen 


2 23 = 4 (cos 2 p + cos 4 p + cos 6 p +... -+ cos 16 p). 


d 9 
folglich xy = — 1, 
so dass æ und y Wurzeln sind der quadratischen Gleichung: 
u — iu — 10. Ln 
Es seien oe, und œ, die Wurzeln dieser Gleichung, so theile 
man weiter: 
cos p + cos 13 p = s, cos 3 p + cos 5 pP =v, 
cos 99 + cos 15 p= t, qui. os T p + cos11g — w, 
so wird man etwa haben: 
s+i=G, und v -+ w= os; 
ferner aber ergiebt sich zur Bestimmung der Werthe von s und /, 
bezüglich von v und w durch Ausführung der Multiplication: 


2 st — cos 10 p + cos 8 y + cos 22 p + cos 4 y 


+ cos 16 y + cos 14 9 + cos 28 p + cos 2 y, 

und weil cos 22 p — cos 12 p und cos 28 p = cos 6 q ist: 
2st =— 4, d. h. s( —— 1, 

und auf gleiche Weise vw = — 4, 
so dass $ und í, bezüglich v und w, Wurzeln sind der quadratischen 
Gleichungen w*—«,u —4=0 und w*—«,u — 1—0. 2 und 3. 
Um endlich die Werthe der einzelnen Cosinus selbst zu be- 
stimmen, hat man noch auszuführen die Produkte cost - cos13g, 
cos9 € : coslög, cos39 * cos5p, cos T$ - cos11g. Es ergiebt sich: 
2cosq - cos13p=cos 124 +cos 14 4 — —(cos 5 $-]-cos 3 9) ——", 
2.005 fg + cos 15 p=cos24 q-|-cos 6 g =— (cos 1 $-]-cos 11 9 )——w, 
ebenso 2 cos 3g -cos ög = — Í und. 2 cos Ty * cos 11 9 —— s, 
so dass, wenn man die Wurzeln der Gleichungen (2) und (3) 
bezüglich durch ß,, f, und y,, y, bezeichnet: 
cos Ú und cos 13 y Wurzeln sind der Gleichung: u?— ,u—7:/5—0, 4. 
cos9pundeosl5y ,, ) iw M u?—,u—)./,—0, 5. 
cos3p und cos5 Y » KU an Á u*—y u—f./,=0, 6. 
cos?undcosllg -y an ^» E u*—y,n—B,/5—0, T. 
Demgemäss sind zur Darstellung der Werthe der Cosinus der ein- 
zelnen Vielfachen von $ sieben quadratische Gleichungen 
zu losen. 
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SS 36, 37. Resultate zu S. 139 und S. 140 der Aufg. 977 


Numerische Berechnung. Es ergeben sich die Werthe: 


A VIE cu 0,78078, EE 1,28078, 


Qt = 4 Ay = 
8, Ka — VIT + V2 V17 (V17 — 1) f 0,4396, 
Pv: 8 | 1,02474, 
7 E 14- VIT =V2 y17 A Del 1,45285, 
y. 8 ~ |— 0,17208, 
und endlich 
cos p == 0,98297, cos 13 = — 0,13901, 
cos I — — 0,09227, cos 15 p= — 0,93247, 
cos ð p=  0,85022, cosög = 0,60263, 
cos T p= 0,27366, cos 11 p — — 0,44574. 
§ 37. 


1,0489 09514,2', y =:60154" 45617 35.6. 
PE, E 1, ya A O 
9. £—5874425. y — 61414, 259" 28,8. 
4. Man bilde tg (œ + B), so ergiebt sich œ + f — y. 
5. (Anschl) Es wird f — « — y. 6. Es ist 
cos 4? + eos u? + cos v? = 1 + 2 cos 2 : cos mw + cos v, 
für den Beweis sind die Fàlle zu unterscheiden, ob P innerhalb 


oder ausserhalb des Dreiecks liegt, d. h. ob von den Winkeln 
À, w, v die Summe 4R (27) beträgt oder zwei zusammen- 


genommen den dritten ergeben. 1. Es ergiebt sich 
Á 
sin ETP p „sin tte — 4 sin H sin HA sá 


a. Für n. u=ß, v=y, w—n:...% cos «4 + cos B4 * cos YA. 
b.7, 420, p=28, y—2y, w—0:...4 sin o: ein B - sin y. 


a e EE e de? 

€. ,, 4=04, u=ß%, y-yÁ, W=: ... 12-4 sin I «sin 4 «sin i" 
» ha, p=8B, wv—mn--y, 0—0:...4sin“é- sinf£* cos74. 

» ÀA—2e«, u—2, y—n--2y, w=—r:... 4cosa-cos $ -siny. 

f. , A=, u=B4, „=, Aa emer 


37 


9^ .. 1H-4sine£*sin 84 siny%. 


Eg. „ À—24-o,u—4—B, v=TA-Yy, Geen 
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h. Für 4—74 — He, u —4—20, y —n —2y, »—2n:... 
— 4 cos (714 — a) - cos (74— B) + cos y. 


MENS „=<, p=, „=, uses pe. 


A ar ET 
á 4 sin ERC ` Sg 
k 5, 4 ETA — 05, y-—n£—f,v-—2m—y, 0=0:... 
n—2?a , n—26 


* Sin 


4 4 


4 sin - Siny&. 


l. ,,4—4—2e,u-—n£4—20, y—n4—2y, „=... 
2 + 2cos æ - cos P - cos y. 


m. ,, 4—74—2a, u=% — 28, v9, E 
2sin æ- sin P + cos y. 

97 

H. , ¿=7%4—4a, pu=174— 48, y —7n4-—Ay, Weer: 


1 + 2 cos 20: cos 28 - cos 2 y. 


0 jw 4—74— a, u= 24 — P, „=S, Q = M... 


2 cos €4 + cos P4 - sin YA. 
8. Die darzustellende Summe sei S, so ergiebt sich (§ 7, Aufg. 21) 
2n—1  sin2n-le 


Ges 4 4 sin æ 


—=}(2n— 1—sin2na - etg a -|- cos2no), 


folglich wenn man für « einsetzt = "PL , d. h. wenn « ein Viel- 


€ 


Se á < : 
faches von — ist, weil alsdann sin mm = 0 wird und 


2n 
gerade, 


cos m zt — - 1, jenachdem m | 
ungerade, 


: n 
so wird S=—, wenn m gerade, 


2 
—1 
29 „ Pe TA, wenn m ungerade. 
9. Es handle sich zunächst um die Summe: 


S,= sine + sinf + sin2« - sin2 f +... + sin(n—1)« » sin(a — 1) 
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§ 337. Resultate zu S, 141 der Aufg. 279 


für die Werthe a= = und p=% Erster Fall. pz q. 


; 2 LXV 
Es ist sin æ sin 8 — (sin SË) — (sin * nj 


2 
sin 2 sin 28 = (sin 2. Sn Nn 


1. 


Gs di 
also weil sowohl n =(p+9): Im x e (p— EE = 


Vielfache sind von y und zwar zugleich gerade oder ungerade 


2n 
Vielfache, so ist bei Ausführung der Summe 5, stets (Aufg. 6) 
die Summe der Minuenden gleich der der Subtrahenden, folglich 
S,=0. Zweiter Fall. p==g: alsdann sind auch œ und $ 
einander gleich. Es werden also in den Ausdrücken (1) die 
Subtrahenden gleich Null und, weil p-]-g nunmehr stets eine gerade 
Zahl ist, nach Aufg. 6 die Summe der Minuenden gleich x 


2 
folglich ergiebt sich, wenn man SC durch y bezeichnet: 


2. sinpy-singy+sin2py-sin 2 gy-- ...-- sin(n—1)py*sin(n—1)gy —0, 
wenn p und q verschiedene ganzzahlige Werthe haben, und 


8. ` sin p 7? + sin 2 py? +... + sin (n—1)pr-—-— 


10. Man multiplicire die Gleichungen, um y zu eliminiren, 
bezüglich mit siny und sin2y, so ergiebt sich nach Aufg. 9 
durch Addition: ¿4=asiny + bsin2y, und wenn man die 
erste Gleichung mit sin 2y, die zweite mit sin4y multiplicirt 
und dann addirt: 3y = «sin 2y -+ b sin 4y. 11. Indem man 
die Gleichungen mil sin y, sin 2y, sin 8y, bezüglich mit sin 2 y, 
sin 4y, sin 6y, bezüglich mit sin 3y, sin 6y, sin 9y multiplieirt 
und dann addirt, ergiebt sich (Aufg. 9): 

22=asiny + bsin2y -|-csin3y, 2y —asin2y + b sin 4y + csin6y, 

22 —a sin 3y + b sin 6y + c sin 9y. 


12. Um den Werth von æ, zu erhalten, multiplicire man die 
gegebenen Gleichungen der Reihe nach mit sinky, sin2ky, 
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280 Resultate zu S. 141 — S. 143 der Aufg. § 37. 


sin 3ky, . . . sin (n — 1) ky, so ergiebt sich nach Aufg. 7, 

Gl.2 und 3: 

~ Mæ, = Q -sinky + a4 - sin2ky +... + a, 1- sin (k — 1) y, 
wo für k die Zahlen 1, 2, 3, ..n— 1 zu setzen sind. 13. Die 

gesuchten Radien sind gleich dem Radius des inneren Beruhrungs- 

kreises für ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Hóhe r und 

dessen Basiswinkel gleich 30? sind, d. h. =2r . tg 15? - cos 30°. 


n-2 n—2y° 
14. Gesetzt y——., so ist =r- tgy tg i 4 y=r.tg 1 


n—2 n—2 
15. x= pọ - ctgy ctg i y —e-cgr.:tg—1 £ 
16. Ein jeder dieser Kreise lässt sich auffassen als áusserer 
Berührungskreis an der Basis eines bestimmten gleichschenkligen 
Dreiecks: die Radien werden 27 - ctg 15° - cos 30°. (Aufg. 13.) 
n— 2y 


17. Gesetzt r=- , so wird ="-tg y -ctg 


18. 2=r— 35; die Kreise werden einander gleich für b = be 


4 
We. 

19. Es wird pr 22 wo y=2, und wenn 
i$ di SWAEH ur de gob da ui fus 
æ =b = y werden soll, y = ——— on SETIR cg CC 

12 uet 12 
a sin 45? r. sin 2y - sin 74 TU 
20. "mE vos o 21. We RU METER wo y= P 
Pat e i 

Á n—2y . m—2y 

22. y — 2r . sin 7⁄4 - cos y -g —— - sin 7 , und wenn 


=w sein soll, sin y—4, d. h. n—6. 23. »—«4Yy3 x: V0? —a*4- L6, 
2, = ak Y3 + Vb? — à — b, b — ak y3 =r. 
24. eo ty +b, z,— o + Vb? —a4— b, wo 
TU a í 
qe o lg rogum v bom Tm y 25. Der Radius des 
die Seiten b und c berührenden Kreises sei x, so hat man: 


æ Ctg «4. cos c4 =T cos $ ah sin A +Y (rcos b+ ri) (reosy +r). 


27. Ist e der getheilte Winkel des Dreiecks und ð der Winkel 
der zugehórigen Mittellinie mit der Gegenseite, so erhält man 
cos —cosc.cosÓ. Dem numerischen Beispiel entspricht 2=87°9,8'. 
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§ 37. Resultate zu S. 143 und S. 144 der Aufg. 981 


2, 4 fl 


28. Es sei a >b> c; man erhält: da= il 


u. s. w., folglich 1 1 La 
CN Tg; 


wo d, einen negativen Werth hat, d. h. der umgekehrte Werth 
der zur mittleren Seite gehórigen Strecke ist gleich der Summe 
der umgekehrten Werthe der zur gróssten und kleinsten Seite 
gehörigen Strecken. — Sind zwei Seiten einander gleich, so wird 
die zur dritten Seite gehórige Strecke unendlich gross, und sind 
demnach die den beiden ersteren zugehórigen Strecken einander 
gleich. 29. Man erhilt: Di, STORE u. S. w. 
CA, sinß-.sinw 
30. Vergl. 33, Aufg. 5. 31. Sind die Verbindungslinien durch 


Gs == tg «4 - tg 84 - tg 1⁄4. 
32. Es ist zyz—4ro?. 33. Folgt aus der Beziehung 
az? +by?4cz2=abc. 34. Man erhält, wenn die Verbindungs- 
linien dureh La, Ya, Za bezeichnet werden: 


Xa ` Lo —tg 6h ctg B4 ctgY4, Lar Ya" Zahr Qu”, ALa? — by? — cz,2-abc. 


©, y, z bezeichnet, so ergiebt sich 


35 und 35a. Man dividire die Relation in Aufg. 33, bezuglich 
die letzte Gleichung in Aufg. 34, durch «yz, bezüglich xy: Ya: Za. 
36. Ist c der halbe Umfang des fraglichen Dreiecks, so ergiebt 


sich 0:0 = $:7, d. h. o— = =, ebenso ist der halbe Um- 


fl 


fang des Fusspunktsdreiecks S 91. den Seiten 


a, b, c und den Verbindungslinien 4,, b,, c, besteht die Gleichung: 
ata, + paps -H eut + a?b?e? — (5? + c? ree a?) (do? E a?a,?) 
+ (c+ að — b?) (0,*a,? + 025,2) + (a? + b? — eð) (a Pb, H c*e,), 
welche etwa zu erhalten ist aus der Gleichung zwischen den 
Cosinus der Winkel, welche die Verbindungslinien irgend eines 
Punktes der Ebene mit drei anderen Punkten derselben bilden 
(vergl. Aufg. 6): 

cos æ,? + cos B,? + cos y,? = 1 + 2 cos e, : cos f, - cos 7). 
Durch Einführung des Inhalts 4 des Dreiecks ergiebt sich als 
umgeformte Gleichung: 

a,* sin a? + b,* sin 8? + c,* - sin y? + 4 4? — 

2b,?c,? - cos æ - sin B -siny + 2 c, a,“ - cos B - sin y + sin æ + ` 

2a,?5,? . cosy - sine . sin f+ 2 Z/(a,? . sin a+b,” . sin28+c,?- sin 27); 
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folglich wenn man a, sine =a, b, - sin 8 = bz,- c, - sin y — Co 
einführt und den Inhalt des durch die Linien a,, b, c, als Seiten 
gebildeten Dreiecks durch 4, bezeichnet: 

4 4 = 44, — (a - ctg « + b? - etg B + c? - cta y). 
38. Ist 4 der Inhalt des Dreiecks, so wird die Verlüngerung 
eine Tee: der quadratischen Gleichung: 


a? E Sas ab dcs LIE aea Hipp Uf fee 

b 
99. Es ist tg Y = 7 und Be e Le ixi "gg: en 
Minimum für ¿=p. 40. fi = c? . sin Leg 41. Die Seiten sind 
cVtg e und cVetg e, 42. 15,508 und 29,784. (Vergl $ 28, Aufg. 16). 
43. Unter dem Winkel 56°2,9. 44. Zu erfüllen ist die 
Gleichung 2 sin 24 = 1 — 2 cos x, wenn æ ein Basiswinkel, d. h. 
æ, = 108° dem regelmässigen Fünfeck und 2, = 36°, dem Stern- 
fünfeck entsprechend. 


T» 2 
45. fi—2a?.sincg. cos — "pee (142008713) - ctg 44; 
h sin áa (sin Fe + 4 cos e 


46.  fl— «4 (4 sin ag — 1) . ctg T ni + 0% sin a. 
"o h=ú ctg (a — Á). 


47. Der Radius ist 48. fi— «4 (3 +V2). 


Sl A 
2 cos «4 ` 
49: dees gas gr (8 sin 2y + 2 sin 2 (k— 1)7), wo y ==. 


Beispiel. Für n —5 wird er ed für n= wird 


fl=a4ctg y (8--4cos2y). 50. fi=z Sind? [3 sin 4y + 2 sin (24 —3)2y]. 


Beispiel, Für n=4 wird pe SR ís +2). (Vergl. Aufg. 48.) 
Für n= die wird fl = «X (3V3 + 4). Für n —8 wird 
Ba il i cos (a sin 74 + 2 sin A). 51. Wird das Fünfeck 


durch X bezeichnet, ferner durch a, und a, zwei Seiten, sowie 
durch d, und d, zwei Diagonalen, welche sámmtlich in derselben 
Ecke 3 des Fünfecks zusammenstossen und hier die Winkel 
a —(a,d,), 8 = (did), y = (d,a,) bilden, so hat man zwischen 
diesen Winkeln die Beziehung (8 32, Aufg. 40): 

sin (x+ 8) + sin (B+ y) = sin € - sin y + sin B- sia (a +8+y): 
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folglich wenn man mit a,a,d,d, multiplicirt, weil der Winkel 
(a + B+ y) dem Dreieck 4, zugehört, und wenn die ab- 
geschnittenen Dreiecke in der Reihe 4,, do, 43, I. Á; auf 
einander folgen, abgesehen vom Faktor i: 


(X —4,— 43) (X—4,—4;) = 4, da + OC d 4) : 43 

und demnach: 

X? — (4, + 4, + 45 - 4, + 4) X4- 4, 4, + s + 4, 4, + dy da +4; 4, = 0. 
52. Das Sechseck ist doppelt so gross als das Dreieck ABC. 
53. Die Abschnitte seien, der äussere æ, der innere y, so hat man 
æ vy = cos 4% : cos % und 2:a=sin“%:sin“% — 54. Man hat 
tg y4 = tg («4 — x) = 1⁄4 ig %. 55. Werden die Winkel BAD, 
DAE, EAC, bezüglich durch 2, y, z bezeichnet, so hat man 
sin (8 — g) 3 sin y 


- - wo ct = ————— jet 
sin B-sing ` 89? sin « sin f : 


entweder ctg 2 = 


und ähnlich ctg 2, oder auch WO ED. 


eingeführt ist, und ábnlich 


= ctg (u — 74), wenn 
tg (1⁄2 + 2) . 
tg C 
æ —19?51' z = 23? 59,7. 56. Bei derselben Bezeichnung 
wie in Aufg. 55 sei Winkel DAE = æ (= 30?) genannt, so 
BC.DE . sin(BO). sin (DE) 
ergiebt sich ($ 32, Aufg. 2) BD. EC Sn (BD). sin (EO). (BD) . sin (EO) ' 
woraus cos (x — z) = Y (4 cos 2& — cos 4a), d. i. x — 46? 46,7", 
2 == 13° 133", "und "8 — 25? 102". 51. Es ergiebt sich 
cos ð — cos (æ — y) = 3⁄4 sin æ -sin y und daraus 


9 sin 
tg u = 


sin (y + g)= bis E E wenn ctgy=Ytge, y=21°2,2', 8 43^ 4'. 
DE. sin f - sin y - sin #4 Sé 

58. bc "sin æ . sin («4 + B) - sin («4 +7 = 0,29381. 

50 ro  — Ac foni EE 


Á - sin % — sin a 
tg tg .. E ! 
; für 4 = wird 8 — 84? 32,5/. 


tg ck 
x tl F ít Å 
60. sinz:sinz=b:c=sinß:siny, DE=a-c sina. sin(f+ z)- sin (y+ z) 


h > 


www.rcin.org.pl 


284 Resultate zu S. 146 und S. 147 der Aufg. 8 37, 


Lass | 
61. Man hat tg — => ——. tg - x = 14? 95 4". 
2 7 2 
tg ric 


62. x — 20?4,8'. 63. Führt man a + b + c = Q ein und 
entsprechend die Gegenwinkel BDC = æ, BDA =z und y, 
so dass æ + y + z = 0, so ergiebt sich: 
42a? — ub? + v2c? 
24vac 

64. Werden die Winkel der Verbindungslinien mit x, Y, z be- 
zeichnet, so ergiebt sich cos ð = — cos œ u. s. w., d. h. 2, Y, 2 
sind die Supplemente von æ, f, y: der gesuchte Punkt P ist 
p? v? — 22 

2 uv : 
u. s. w. Es mögen sich die Linien /, m, n verhalten wie A: u:v 
und das Dreieck LMN bilden: so errichte man, zur Construction 
des Punktes P, über einer beliebigen Seite des Dreiecks ABC, 
z. B. über der Seite c, nach Aussen hin das Dreieck L,M,N,, 
ähnlich dem Dreieck LMN, und zwar so, dass L, mit Á und 
M, mit B zusammenfällt, und verbinde N, mit C, so ist der 
Schnittpunkt der Linie N,C mit dem dem Dreieck ABN, CL. A Ni 
umschriebenen Kreise der gesuchte Punkt P. Beweis: 
Á APB = 180? — M, A BPC = 180?— N,PB = 1809 — L, u. s. w. 
66. Die Richtigkeit des Satzes folgt aus der Lösung von 
Aufg. 65, oder direkt aus den Verháltnissen, in denen die 
Seiten des Dreiecks ABC durch die Linien AL,, BM,, CN, 
geschnitten werden: diese sind nach $ 30, Aufg. 21, wenn man 
der Kürze wegen bezeichnet: 


sin @:sin y:sin2=4a:pb:vc und cos y = — 


der Höhenschnittpunkt. 65. Man erhält cos æ = — 


sine -sind _ „ sin ß - sin w Se? siny-siny — ._ 
sin fe LD HEIR > dabei 0 
BA, MEE H E m Ww AM." 


= u. s. w. 67. Der Beweis 
€, 


CASES e MES 
ergiebt sich aus SE? Lösung von Auto, 65. 68. Es wird 
(a — b) c . sin y 
ab — c (a + b) cosy + c? 
giebt sich als Wurzel der Gleichung: 
&? — [(a + b) eos y + (a — b) sin y - ctg ð] - x + a b = 00, 


aus welcher im Allgemeinen zwei Punkte P hervorgehen, ferner 


ig 9 69. Die Entfernung c er- 
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§ 37. Resultate zu S. 147 und S. 148 der Aufg. 285 


dass das Rechteck der Abstánde beider Punkte von C den 
constanten Werth ab hat (jedes Punktepaar liegt demnach mit 
A und B auf demselben Kreise). Die Punkte P fallen in einen 
einzigen ‘zusammen, wenn d seinen grössten Werth erreicht, 
2 Vab — b). 
ona pa ee NE 70. Sind 
(a — b) . sin y 
OQ, OQ,, OQ, bezüglich die Projektionen der Linien OP, OP,, OP, 
auf OA, so hat man 
PQ.Q,Q, = PQ, - QQ» + P,Q, -QQ, und daraus 


Tifa sin (a, Se? EN tg q SG Ti sin a; "iced Ya sin Œo 


r= — e 
r, sin (æ, — 0) +7, sin (æ — @,)’ Ta COS &, — T, COS €, 


Ti", $ sin (e PEE os) 


71. Es ist sin (e + p) = 


— — — —-—, vog wie in 
T (r, cos &; — T; cos œ)’ 7 


Aufg. 70 bestimmt ist. 12. Man erhált 

== 24 == PT sin (P.— Yo) rar, sin (q5— 41) = Tifa sin (9 — 9). 
73.: 4 — 0, vergl. Aufg. 72. 14. (Lósung nach Gauss). 
Für den Mittelpunkt O als Anfangspunkt und die beliebige 
Axe OX seien die Eckpunkte des Dreiecks ABC bezüglich ge- 
geben durch die Polarcoordinaten o und œ, b und ß, c und y; 
ist das eingeschriebene Dreieck UVW, so mögen die Coordinaten 
von U, V, W bezüglich r und Q,, r und Ø, r und 9, sein: 
alsdann dienen zur Bestimmung der drei Winkel Q,, a Ø; die 
drei Gleichungen (Aufg. 13): 

r - sin (Pa — 9) + a - sin (Pa — æ) + 4 + sin (e — p) = 0, 

r sin (Pa — 9) + b - sin (9, — B) + b - sin (B — 9) = 0, 

r - sin (Pı — Pa) + c- sin (p, — y) + c - sin (y — g) = 0. 
Diese Gleichungen gestatten eine wesentliche Umformung, die 
nur an der ersten durchgeführt zu werden braucht, weil aus ihr 
die folgenden durch cyklische Perumtation hergeleitet werden 
können. Nämlich durch Zusammenfassen der beiden letzten 


Glieder und Weglassen des Faktors 2 sin TE ergiebt sich: 


T + cos Te == á * 008 Kë — a) und daraus 


r — a COS « 


te T34 — : 
874 a sin æ à pest 
tg 7⁄4 = , folglich wenn man einführt: 
r + a cos æ 
—— «tg 934 — 1 
a sin æ 
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286 Resultate zu S. 148 der Aufg. 8 31. 


r — a cos C r—beosf i: r — ccosy 
dene" In b sin 8 uL "rof nA 
r + a cos æ r + 5 cos B r + c cos y 
asna — e, b sin B B», reny m 
so ergiebt RU Ne y 
tg 734 — 0, tg 714 — P1 tg 724 — 71 
tg Dës 134-1 tg =g tg 9141” tg M tg mg —1' 
und aus diesen Gleichungen tg 7,4, tg F, tg 734 als Wurzeln 
quadratischer Gleichungen. 149. Die drei zu erfüllenden 


Gleichungen werden hier, weil e=ß=y=0(0 und a= Ar, 
b= pr, c=vr sind: 
sin (Pa — P3) + 4 (sin p} — sin g,) = 0, 
sin ($4 — $4) + y (sin p, — sin 43) = 0, 
sin (9, — P2) + v (sin 9, — sin p,)= 0, und hieraus 
Pe P3 4 Pat y nim 
cos dime Á cos 2 oder tg pag tg Pag = Xj 
i V 4— l)(u—1)(v— 1) 
folglich tg 914: tg PK- tg 954 = Æ+ EE ACEN 
EEE rä GENEE 


Numerisch. tg %1/2 - tg P/a - tg P/a = + Va; = 0,11952, 
u, — 26° 53,9', v, — 61? 43,6', w, = 280? 9,8', 
U, — 333° 6,7, v, = 298? 16,4', w, — 19? 50,2”, 
die Lösungen sind identisch, oder wenigstens symmetrisch zur Axe. 
16. OP ist der Durchmesser des dem Viereck OPF,F, um- 
schriebenen Kreises, wenn F, und F, die Fusspunkte sind der 
von O auf G, und G, gefállten Lothe, und demnach ist 


u. S. W. 


p? + px? — 2p, Pa - cos (P, — Pa) 
QP —d = Vei + Pa? — 2p, Pa > cos (P, — Pa) und wenn 
sin (f, — 92) 
man 44,— Pa durch d bezeichnet: cos PO X: dra a 


77. Ist ABC das durch die Linien G,G,G, gebildete Dreieck 
und bezeichnet man 
i ` Sin ($5 — P3) + Pa : sin (Pa — P1) + Ps sin (P, — P2) x5 E 
sin (Pa — Pz) - sin (Pz — P1) - sin (p, — P2) 

so werden die Seiten des Dreiecks 
a=L.sin(p,—g,), b= L . sin (p¿— 1), c= L . sin (p, — Pa) 
und der Inhalt 4 desselben: 

2 4 . sin (Pa — Ps) sin (Pa — Py) : sin (p, — Pa) = L^. 
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$8 37, 38. Resultate zu S. 148 und S. 149 der Aufg. 981 


18. se 0 (Aufg. 77) d. het 
py sin (Pa — P3) + Pa sin (93 — 91) F ps - sin (p, — 5) = 0. 
79. Für den Mittelpunkt O als Anfangspunkt und eine beliebige 
Axe seien die drei Seiten des Dreiecks durch ihre Coordinaten 
(wie in Aufg. 76 die Coordinaten der Fusspunkte der von O 
auf sie gefállten Lothe) o und œ, b und f, c und y gegeben 
und die Seiten des gesuchten Dreiecks seien bestimmt durch 
r und q,, Y und Ø, 7 und P}, so hat man zur Bestimmung der 
drei unbekannten Winkel go ga, Pz die Gleichungen (Aufg 78): 
o. sin (Pa — P3) + r - sin (Pa — æ) + r- sin (a — p) = 0, 

b . sin (pg, — P1) +7 - sin (p, — B) + r - sin (8 — 94) = 0, 
c. sin (9, — Ya) + 7 - sin (Pa — 7) + 7 + sin (y — 91) = 0, 
welche fast identisch sind mit denen, durch welche das Fundamental- 
problem von Gauss (Aufg. 74) gelóst ist: führt man auch hier ein 


a — r-cos a a + r - cos « 


= y, = (ty U. 8. W., 


tg 79/3 — y 
e AR EE EK e et) SL 
a, tg 73/ 2 — 1 
80. Nimmt man die Axe senkrecht zu den gegebenen Linien 


an und den Mittelpunkt als Anfangspunkt, so ist œ = f = y = 0 
^ r r r 

und ferner seien d e mo der gegeben, so werden 

die zu erfüllenden Gleichungen dieselben wie in Aufg. 75, dem- 

nach ist auch die Lösung dieselbe. Dasselbe gilt für das 

numerische Beispiel, welches im Anschluss an Aufg. 75 ge- 

rechnet worden ist. 


r.sin«@ Y . sin «Æ 


so ergiebt sich, wie in Aufg. 74: tg m% = 8. W. 


g 38. 


1. Die Anfangslage sei auf dem Radius ABC, nach í Se- 
kunden habe A den Bogen A4,, B den Bogen BB, zurückgelegt, 


so ist 4, B,? = a? + b? — 2ab cos (a — f) - > A ein Maximum, 


(a-]-0)?, für í = em (= erron, ein Minimum, (a-6)?, für 


277 2kT ) 8 1801 du 
t EE SR LZ . 2. Es muss sein cos (a—8)75- 
9. Gesetzt % m, gan Winkel ACB = Y, so ergiebt 
sich eos Y= Bot 3a. Der grósste Abstand (Aufg. 2) 


om En 
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288 Resultate zu S. 149 — 8. 152 der Aufg. $ 28. 


ergiebt sich für = 68? 49,9' d. i. {= 1,9221; ein Stillstands- 
punkt (Aufg. 3) für y — 22? 10,5' d. i. 4 — 0,620671. 

4. Gesetzt a?-]-b,?—2 ab, cosy — c,? und &?-|-8? —2 «8. cos y —0*?, 
so wird AB? = c,?— 2 (abo + Bay — (æa, + Bb,)-cos y) t-]- 0? L; 


ein Minimum fir q = Po Efe — GF Bd) oy 


die kúrzeste Entfernung wird 


2 — - 
9. Gesetzt h = vem so wird tgga = 25 = V > Ane MEUM 
29 c Er 


1 


6. Es muss sein 2,?< 4h (h — y,). 4. w — 2h .sin2a; 
möglichst gross für «,—74. 8. 2«,—74-]- B, «,—74 — (æ — p). 


9. Es wird qa A ex Pa t I2 . (Vergl. $17, Aufg. 67). 
Uy 


` Ts Ly 
æ — 43 - tE e 
12. x, = h -sin2«e, d. i. gleich der halben Wurfweite (Aufg. 7), 

y, = h - sin e. 
13. P,—8,6023, (P,P,)—954?21,1' ; a. P, —29, (P,P,)=43°36,2'. 
UOP =125, P,—21,0681; a. P, = 11,592; P, = 1,8506. 
15. a. P,=10,2, (P,P,)=79°36,7'. b. P,=6,3582, (P,P,)=28°48,7'. 
16. P,— 40,1, P,—4,1. M. == 08355 455108. 
18. (P; P) — 120? 28,4*, 21 (P, P.) = 1006? 15,6: 
H GP) = 191? 524'; APP) — 190? 2% 
20. Bees 34,73, P,- 39,499, 
21. E: P,= 1,8362, (PP) = 82 41,8'. 
ZA. 74:14, 2-185959, (AP) ==8b LI. 
23. P, = 13,918, (P, P4) = 3° 44'; 

a. P, — 0,9936, zwischen P, und P,, (P, P) = 12? 40,7". 
24. P, = 1,126, zwischen P, und P,, (P,P,) = 32° 38'. 
25 Pre 06148, ` "e 301145. 26. Vergl. Aufg. 28. 
27. Die Resultante ist gleich 37r und hat die Richtung der 
Verbindungslinie von P mit dem Mittelpunkt M des Kreises. 
(Vergl. Aufg. 29.) 28. Nimmt man den Mittelpunkt des Vielecks 
als Anfangspunkt und die Verbindungslinie desselben mit einem 
Eckpunkte als 2-Axe, so heben sich die y-Componenten zu zwei 
auf; dasselbe gilt für die æ- Componenten der Kràfte, wenn n 


AR (aa, — B b) sin y 
"Nc CEA TE 


10. Es ist tg p= 
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§ 38. Resultate zu S. 152 und S. 153 der Aufg. 989 


eine gerade Zahl, ist n ungerade, so wird deren Summe gleich 
Scos2ky=0. (Vergl.$ 7, Aufg. 8). 29. Bei Coordinaten 
1 


wie in Aufg. 28 seien x, y die Coordinaten des Angriffspunktes, 
so werden die z-Componenten der Kräfte: X, — s, X,— «,.. 
X,— c, wo X, X,,.. X, die s- Componenten in Aufg. 28 
sind, folglich ist ihre Summe gleich — mæ, ebenso wird die 
Summe der y- Componenten gleich — ny und demnach die 
Resultante gleich nr u. s. w. wie in Aufg. 27. 30. P ist der 
Schwerpunkt des Dreiecks. 31. Der Ort ist ein Kreis, dessen 
Mittelpunkt der Schwerpunkt ist, und dessen Radius verdreifacht 
gleich ist der die Resultante darstellenden Linie. 32. P ist der 
Mittelpunkt der Verbindungslinie der Mitten zweier Gegenseiten. 
33. Der gesuchte Punkt ist der Mittelpunkt des eingeschriebenen 
Kreises, 34. Der Schwerpunkt. 35. a. sin Ze, sin 28, sin 2y. 
b. tg e, tg, tgy. €. sinc, sinf, siny (vergl. Aufg. 33). 
d. — sine, sin P, sin y. €. tg «4, tg Bs, tg y4. 36. Der gesuchte 
Schwerpunkt ist zugleich der Mittelpunkt des Druckes fur das 
Dreieck A,B,C,, dessen Ecken die Mittelpunkte sind der Seiten 
des gegebenen Dreiecks und mit Gewichten belastet, welche den 
Gegenseiten proportional sind (Aufg. 33). Die Entfernung des 


e cos ELT 
Punktes von der Seite a ist ——————— U. S: W. 
2 sin «4 
s my cos 7% 2ro 2r 
3. a ny b 4. e emo 38. — 


39. Ist y der zu den halben eingetragenen Sehnen c4 gehórige 
Centriwinkel, so dass ny — « ist und $ — 74 — a gesetzt, so 
wird die Momentengleichung : „ 
nc-o—r.c.Xsin[B + (2k — 1) y], 
1 
r . sina æ Sehne . 


40. — 


r... Bogen 


b 
41. Entfernung von der Basis a: PES há, 2rV3. 
ro 4r áð e > 
42. rK ctg 74. 43. $ +=: 44. FR 45. Lösung wie bei 
Aufg. 39; die Entfernung des Schwerpunktes vom Mittelpunkt 


Sehne 


(vergl. $ 7, Aufg. 7), d.i. = 


n siny” 


: 1 a p 

des Kreises ist —— ———, wpny=Qu. 46. — =. 
ən sin y r 

Hermes, trigon, Aufgaben. 19 
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290 Resultate zu S. 154 — S. 156 der Aufg. § 38. 


¡gh 
a Y 
mit dem Drehmoment ab= 120. 49. Für die Seite b und die 
Höhe zu b als Coordinatenaxen ergiebt sich P,—17, «,—28?4'21" 
und als Gleichung der Geraden, in welcher die Resultante wirkt, 
8r — 15y — 84. 50. Nimmt man AB als z-Axe, Á als 
Anfangspunkt, so ergiebt sich a. das Kráftepaar mit dem Dreh- 


moment — 2Py3; b. P,=V7, cos we Gleichung der 


48. Die Kräfte reduciren sich auf ein Krüftepaar 


Geraden, in welcher die Resultante wirkt: a—23V3 - y +4=0. 
91. Für den Mittelpunkt des Kreises als Anfangspunkt und den 
Radius MA als Abseissenaxe wird die Resultante P, — 2,0048, 
a, = 41?33,9', und die Gleichung der Geraden, in welcher die 
Resultante wirkt, 1,5 y —1,932 212r. 52. P,—25,368, ag =44?48! 
(für a und h, als Coordinatenaxen); Drehmoment gleich 343,5. 
b 
53. 61? 22,8'. 54. wq tg qu AECH 55. Die Einfalls- 
winkel sind die Complemente der Winkel A, und B, eines 
a+b+2b, cos Y 


sin y 


und Winkel C,=y sind. 56. Die 


Dreiecks A,B,C,, in welchem die Seiten a, = 


E ue a, +b,+ 2a cos y 
M sin y 

gesuchten Winkel sind die eines rechtwinkligen Dreiecks- mit 
den Katheten 2c und 2a, oder 2(a— c) und 2a, oder 25 und 2a, 


oder 2(c— b) und 2a. 57. a. Or, sin ER 
b. 247 sin 2843, See 


“0 APN sin 


58. Der Einfallswinkel ist gleich 74 — œ, und de o 24. 


PB 
FB  2rcosa? + b cos2« i 
59. ` RER DI æ A y a eg (a — r) cos « 1st. 


60. AE=1,5428, BE=3,4572; Einfallswinkel gleich 65°27,7'. 
61. Ist F, wie in Aufg. 58, Fus Sehnittpunkt des rück'sráxts 
verlüngerten reflektirten Strahles mit a,, so wird 


CF -siny — d cosa 
d xe Th 
_ rHEYr?+ 8a? 
ii 4a 


‚wo d — 2 (a, — a) - cos B. 


; ist u der Winkel, welchen der ein- 
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§ 38. Resultate zu S. 156 — S. 159 der Aufg. 291 


fallende Strahl mit der Tangente am Einfallspunkte bildet, so 
ist a.cos2u=r.cosu. 63. t—e--nd, t,=DF+n . EF, 


€ -cos « d - cos B í x 
wo DF — rer; ET. und sin œ = n sin $; 
t = 11, #, = 11,406. 64. (Vergl. Jochmann Phys. $ 176.) 
Man schneide von DC das Stück DG — DF ab, construire über 
GC als Sehne einen Kreis, welcher das Einfallsloth LL, zur 
Tangente hat, dessen Mittelpunkt M also auf AB liegt, verlängere 
EC rückwärts über C bis zur Peripherie in H, so liegt F ausser- 
halb des Kreises um M, weil Winkel ZGC — 74 und demnach 
GI Tangente ist des Kreises FG um D als Mittelpunkt; folglich 
ist FHC > 74 und im Dreieck FHE die Seite FE > HE. 
Nunmehr ist im Dreieck CGH Winkel G= HCL, =£ und 
H = GCL, = n — o, folglich verhält sich GC: HC= sin æ:sin P; 
demnach wird eine Strecke — HC unterhalb AB vom Licht 
in derselben Zeit zurückgelegt als GC oberhalb AB. 
Weil nunmehr, wie eben bewiesen ist, FE > HE und HE=HC+CE, 
so legt das Licht die Strecke FE im dichteren Medium in lángerer 
Zeit zurück, als die Strecke GC im dünneren und dann CE im 
dichteren Medium. Im Uebrigen ist DG — DF, so dass der 


d. sin(e— f) 
cos $ 
67. Es ist sin (0 + a) — n-sin « und h=d-tg0; 6 = 11?48,6', 
h=20,467. 68. n= 1,4555. 69. f.sins, + esin 0, — nc, 
wo c= Ve? +f? — 2ef cosy, s= 21? 42,2', 0,= 67° 35,6". 
Leg t Er 
7. ww lai oW. Dust ce RASEN 
e n?cos y? — 1 
— 0,78456, eg = 27955'. 19. f— 0,8062. 13. Es ist 


sin &? + 2 sin e, - sin Ø, - cos y + sin 0,? = sin yọ’, 


Beweis geführt ist. 65. x= ,0,25615. 66. 22°34,9'. 


wo sinz„—nsiny. Zur Construktion multiplicire man beide 
Seiten etwa mit 4r? und führe ein 2r siney—e,, 2rsin 0, —f,, 
2rsiny,==C,, so ergiebt sich e,?-]- 2e f, cosy + f?,—c,? u.s. w. 
Ein Minimum der Ablenkung tritt ein, wenn s —6,, ($35, Aufg. 53). 


74. RV=6,608cm. 75. a. 5— 1,5119; b. b— 1,1339 r; 


_ p etg Bo ou AR _ (1-2) n?-1 
e. K ee EE wo sinf,=3 ist. 76. Geiste 5 PURSE. 
qseT TN. ð TEE , wo Sin « — n sin fj. 
sin (a—$) 
19* 
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292 Resultate zu S. 159 und S. 160 der Aufg. § 38. 


— 89? 49) 9”. AM | x s wes 
78. a = 829 49' 9". 79. a. tg —)= =R JT R 


wo sin «—n sin P; b. tg (et mig SH - ctg (p — 74), 
using ar. cos e 
wenn t ai AAA End 
"e Á sin $" acosv (ncosß — cose) —nr . cosg’ 
wo sineae—=n e B; — für den Grenzwerth 5, ergiebt sich 
n—1 
7 TIE X (Vergl. Jochmann Phys. $ 155). 
r sin e 
H ui e E Ass in @ =? si ist. 
81. CQ sn gece wx Ð: , wo asin@=rsina ist 
tg (4 — P — w) = -tg(« — B); verlängert man den 


Lr. 


einfallenden und den austretenden Strahl bis zu ihrer Durch- 
schneidung im Punkte O, so ist OC die Halbirungslinie des 
Winkels POQ: woraus die Construktion sehr einfach. 

83. a. d = 28?5,8'; b. ð = 42?1,6'. 84. a. ð = 107951' 15"; 
b. à = 50? 58,8”. 85. Es wird 3ctg 8* — 4ctg 8?—9 ctg f= 4, 
wo Sine $sinfg, d.h. &=28°29._ 86. «—59?28,5'. 


87— 89. Es sei ð der Einfallswinkel, s der Austrittswinkel, 
b die Entfernung des Punktes B von der zweiten Linsenflüche, 
jenachdem (a) die Kugelfläche mit dem Radius r, dem Punkte A 
näher oder (b) ferner liegt als die Kugelflàche mit dem Radius r,: 


87. a. d= 1492,2%, s= 479 44,6, b= 3,799. 
b. ð = 469 41,2, e= 5° 27,2', b= 5,0909. 

88. a. d = 15?94', s —=.20%47', b= 5,4716. 
b. d= 18° 38,2', s= 16959,1', b= 5,4658. 

89. a. ð= 5°, s=35930,1', b=(—) 2,2467. 
b. d = 821,1, 313%, b=(—) 2,4244. 
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a had 
> Oo O e »Ó P to 


Druckfehler. 


Zeile 5 von oben lies 8,89598 statt 9,89598. 


17 von oben lies 9,02468 statt 0,02468. 
1 von unten lies cos 54? statt sin 540. 
14 von oben lies Aufg. 35 statt Aufg. 32. 
5 von oben lies sin 84 statt cos B4. 
T von oben lies — 4 cos «4 statt + 4 cos «4. 
l von unten vertausche die Vorzeichen der beiden letzten 
Glieder. 
1 von oben lies + cos (2x — 8) statt — cos (27 — B). 
12 von oben fehlt: wenn « — 309, 8 — 450, 
12 von oben lies 509 statt 70%, 
11 von unten lies sin (y — æ) statt cos (x — y). 
4 von oben lies 100? statt 3009. 
6 von unten lies k, statt k„. 
5 von unten lies k, statt k„. 
18 von oben lies a statt b. 
5 und 6 von oben lies der Mittelpunkte statt des Mittel- 
punktes, 


‘gehört Aufg. 27 hinter Aufg. 29. 
Zeile 3 von unten lies « — 5? statt « = 100. 


8 von oben lies sin Le + 8 — y) statt sin (« + 8 + y). 
12 von oben in 20a lies 37? statt 279 

9 von unten lies æ, statt 72. 

5 von unten lies tg y? statt tg y4. 
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Druck von W. Pormetter in Berlin C., Neue Grünstrasse 30. 
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Verzeichniss 
der 


im Verlage von Winckelmann & Söhne, Berlin 


erschienenen 


Lehrmittel und Schulbücher. 


Neue Bilder für den Anschauungs- und Sprachunter- 
richt. 6 Bilder (71 cm. hoch, 84 cm. breit). Preis à Mk. 3,—. 
— — Auf Leinwand mit Rollen. Preis & Mk. 6. 
No. 1. Frühling (der Mensch und die Hausthiere). No. 2. Der 
Wald. No. 3.- Sommer. No. 4. Herbst. No. 5. Winter. 
No, 6. Menschenverkehr. 

Strübing, F., Sprachstoff zu den Bildern für den An- 
schauungs- und Sprachunterricht. 3 Hefte. Für je 
2 Bilder 1 Heft. Preis à Mk. —,50. 

August, F., Dr. phil, Oberlehrer. Die Elemente der Arith- 
metik für die Mittelklassen hóherer Schulen und zur Repe- 
tition in den oberen Klassen zusammengestellt. Preis Mk. 1,—. 

Hermes, Prof. Dr. O., Sammlung von Aufgaben. I. Theil. 
Elementaraufgaben aus der Algebra. Preis Mk. 1,60. 

— Sammlung von Aufgaben. II. Theil Sammlung von 
Aufgaben aus der Algebra und niederen Analysis. 
Preis Mk. 2,—. 

Jochmann, E., Grundriss der Experimentalphysik. 
Vermehrt um Elemente der Astronomie und mathematischen 
Geographie von O. Hermes. Mit 340 Holzschnitten. Fünfte 
verbesserte Auflage. Preis Mk. 4,50. 

Daraus in Separatausgabe: 

Hermes, Prof. Dr. O., Elemente der Astronomie und 
mathematischen Geographie. Mit 44 Holzschnitten. 
Preis Mk. 1,—. 

Kletke, E. Hülfsmittel für Benutzung der Bilder für den An- 
Schauungs- und Sprachunterricht bei der franzósischen Con- 
versation. Preis Mk. —,75. 

Martius-Matzdorf, J., Die interessantesten Erscheinun- 
gen der Stereoskopie in 36 Figuren mit erláuterndem 
Text und 6 in den Text eingedruckten Holzschnitten populàr 
dargestellt. Preis Mk. 2,40. 

— — Zwólf Darstellungen des stereoskopischen Glan- 
zes an Krystallformen. In Etuis. Preis Mk. 3,—. 

Natani, L., Methode der kleinsten Quadrate. Mit den 
Hülfssätzen aus der Analysis und Wahrscheinlichkeitsrechnung 
nebst einem Anhange über die ballistische Linie. Preis Mk. 1,—. 

Quincke, G., Prof. in Heidelberg, Darstellung von Schwin- 
gungen für physikalische Vorlesungen mittelst eines strobos- 
kopischen Cylinders. Preis Mk. 4,50. 
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Strahlendorff, L., Gründliche Anweisung zur Erlernung 
einer schónen und geláufigen Handschrift, in 
24. Lectionen für den Schul- und Selbstunterricht. Vierte 
Auflage mit 36 in Stein gravirten Tafeln. Preis Mk. 4,—. 
— Die Entwickelung der Schrift und des Schreibun- 
terrichts in der neueren und neuesten Zeit. Preis Mk. 1,50. 
Vogel, O., K. Müllenhoff u. F. Kienitz-Gerloff, Leitfaden 
für den Unterricht in der Botanik nach methodischen 
Grundsátzen. Mit 5 Tafeln. 
Heft I. (Cursus 1 u. 2). cart. Mk. 1,20. 
Wo AS EE AA A » 1,20. 
p UT A E ip Tes 
— — Leitfaden für den Unterricht in der Zoologie 
nach methodischen Grundsátzen. 
Heft I. (Cursus 1 u. 2). cart. Mk. 1,20. 
SM i ONES Be De " "EU 
AER See dy A 5 ». L— 
Zettnow, Dr. E, Anleitung zur qualitativen chemischen 
Analyse ohne Anwendung von Schwefelwasserstoff und 
Schwefelammonium. Mit Holzschnitten und einer Spectral- 
tafel. Preis Mk. 2,40. 


Vorlagen für den Zeichenunterricht. 


Archiv für Ornamentale Kunst. Herausgegeben mit Unter- 
stützung des Kónigl. Preuss. Ministeriums für Handel, Gewerbe 
und óffentliche Arbeiten. Redigirt durch Martin Gropius, 
Prof. u. Director an der Königl. Kunst- und Gewerk-Schule 
in Berlin. In 12 Heften. . Preis á Mk. 3,— 

Bráuer, A., Vorlegeblátter für den Zeichenunterricht. 
Herausgegeben mit Unterstützung des Königl. Preuss. Mini- 
steriums der geistlichen, Unterrichts- und Medicinal-Angelegen- 
heiten. 40 Wandtafeln im Format von 63/87 cm. mit Text. 
Preis Mk. 20,—. 

Jacobsthal, E, Die Grammatik der Ornamente. Nach 
den Grundsátzen von K. Bætticher's Tektonik der Hellenen 
bearbeitet und herausgegeben mit Unterstützung des Königl. 
Preuss. Ministeriums für Handel, Gewerbe und óffentliche 
Arbeiten. 7 Hefte à 20 Blatt, mit Text. Preis à Mk. 9,— 

Wandtafeln des Vereins zur Fórderung des Zeichen- 
unterrichts. Mittelstufe. (10 Wandtafeln und 1 An- 
schauungsblatt in  Farbendruck, nebst illustrirtem Text.) 
Preis Mk. 15,— 


Ausser obigen Vorlagen erschienen in unserm Verlage eine 
grosse Reihe von Heften kleineren Formats mit Vorlagen für 
Figuren-, Landschafts- und Thierzeichnen, so wie mit einfachen 
und schwierigeren Geräthschaften u. s. w. 
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